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Abstract

In this present work we present an interactive inversion
method of the complex conductivity function, proposed by
Dias (2000), which describes the electrical behavior of
rocks that has an effect of induced polarization (IP).The
conductivity function has five petrophysical significance
coefficients, which are nonlinear functions in frequency.
The objective of developing such software is to determine
the value of such coefficients.

Introducéo

Os métodos elétricos e eletromagnéticos possuem uma
relevancia antiga e ainda crescente, em grande parte
devida ao estudo das propriedades elétricas dos
materiais geoldgicos. Nesse contexto, a andlise da
condutividade no espectro da freqiiéncia, ou do
fendmeno correspondente da voltagem de tempo-
transiente, fornece a informagédo elétrica mais completa
com base na eletro-resistividade e no efeito da
polarizacao elétrica induzida (efeito IP).

O leque de aplicagBes do estudo da resistividade e do
efeito de IP vai desde a primazia na prospeccdo de
depdsitos metalicos, até a capacidade de discriminagdo
mineral n&o-destrutiva dos agentes causadores da
polarizacdo, conforme demonstrado por Pelton et al.
(1978), a determinacdo do tamanho do grdo mineral
associado ao efeito IP e do espago livre médio separando
as fontes desse efeito (Dias, 2000), e, ainda, a
determinacdo da permeabilidade de fluxo em meio
poroso, da distribuicdo da dimensdo dos poros e da
presséo capilar, com enorme significado para a area de
agua e petréleo (Lima and Niwas, 2000; Maosong et al.
2004; 20064a,b).

Dias (2000) apresentou uma analise comparativa
exaustiva entre 12 modelos principais existentes,
propostos para descrever o efeito IP, demonstrando
haver um maior grau de coeréncia e menos ambigiidade
no modelo que o autor propds. Este modelo foi
construido com base em resultados da teoria
fenomenolégica do efeito IP e demonstrou-se capaz de
explicar, pela primeira vez, o comportamento elétrico das

rochas exibindo polarizacéo elétrica as radio e sub-radio
frequéncias (Dias, 1968; 1972). Um aprimoramento
posterior deste modelo, pelo autor (Dias, 2000), substitui
quatro dos cinco coeficientes originais por parametros
com significados petrofisicos bem definidos e com
unicidade de valores.

Este trabalho se propde ao estudo da inversédo da funcao
de Dias, aplicando o método de Marquardt para ajuste de
dados de condutividade elétrica complexa (amplitude e
fase) no dominio da freqiiéncia.

Fungao “condutividade de corrente total” para as
rochas

A nogao de uma “condutividade de corrente total” nasceu
da andlise dos modelos propostos pelos eletroquimicos,
traduzidos por circuitos analégicos, para descrever o
comportamento de uma Unica interface metal-eletrdlito.
Marshall and Madden (1959) procederam de modo
semelhante para descrever o comportamento elétrico da
interface de um grao argilomineral com um eletrolito, sob
acdo de um campo elétrico alternado. Tais circuitos
analdgicos resultaram sempre de um desenvolvimento
tedrico de um modelo cinético atribuido ao fenémeno.

Dias (1968) percebeu que o circuito analégico proposto
por Grahame (1952), ao ser associado em paralelo com
um resistor, gerava uma fung@o condutividade complexa
capaz de descrever todos os tipos de curvas dos dados
experimentais, resultantes da polarizagdo causada tanto
por particulas de sulfetos ou O6xidos metdlicos
disseminados, como por particulas de argilominerais
disseminados, em uma matriz de rocha, em contato com
a solucao salina percolante dos poros da rocha. Esse
circuito analégico mais completo devido a Dias passou a
ser chamado por ele (Dias, 1968; 1972) de circuito
fundamental.

Dias (1968) demonstrou também que o “circuito
fundamental” quando associado com um resistor em
série ou em paralelo, um nimero qualquer de vezes e
seguindo qualquer ordem seqiencial, ndo altera a forma
da fun¢ao condutividade como funcao de frequéncia, mas
apenas os coeficientes da fungdo. O mesmo
acontecendo quando circuitos fundamentais vém
associados em série ou em paralelo, um namero
arbitrério de vezes, desde que variem apenas por um
fator de escala. Dias (2000) passou, entdo, a denominar
de célula elementar do comportamento elétrico o
circuito fundamental do meio polarizavel.
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A primeira funcdo condutividade de corrente total para
um testemunho de rocha foi escrito por Dias (1968)
publicado em 1972 (Dias, 1972) com base no circuito
analogico da figura 1.

Zw = of (iw)'?

Figura 1 - Célula do comportamento elétrico do meio
polarizavel, segundo o modelo de Dias.

Com base nesse circuito, escreve-se a fungdo admitancia
1.1, 1 .
Z R R+Z @

S

onde Z° no membro inferior do circuito pode ser escrito
como:
1 1

1
=4
77, r+z, @

De modo que Zcq € Zy representam, respectivamente, a
impedancia da dupla camada elétrica (de Helmholtz) e a
impedancia de Warburg.

Entdo a funcdo condutividade normalizada pelo valor de
oo (valor de o na freqiéncia zero) vem dada por:

T 14 R
o, R 4+ (r+2,)Zcq 3)
Cr+Z,+Zey
£:1+% (4)
o, 1+(r+R,)4/Z,
onde
A=1+u, ®)
A=1+]1- . ©)
r+R, .
_r+Z, @

Cd\

A funcdo condutividade de corrente total em sua
versdo final (Dias, 2000) é dependente de cinco
parametros com significado petrofisico, definidos a
seqguir:

oo (condutividade dc): Corresponde ao valor mais baixo
da condutividade, atingido quando o efeito da polarizagéo
alcanca o seu valor maximo;

m (cargabilidade): Medida da maxima dispersao da
condutividade normalizada pelo maior valor do médulo de
G, que ocorre nas altas frequéncias quando o efeito de IP
ainda ndo existe, constituindo a medida da intensidade
do efeito da polarizagdo, definido como:
O oo ~Ouws0
m . (8)

w0

No circuito da célula unitaria, corresponde a
R

m=
R+R, ©)

Vem relacionada com o tipo/espécie da fonte geradora do
efeito IP e, de uma forma peculiar, ao seu teor. Trata-se
do par&metro mais estabelecido na literatura, na
interpretagdo do efeito IP. Este parametro é adimensional

e esta definido no intervalo 0sm<1,

Tt (tempo de relaxacdo), corresponde ao tempo de
relaxacdo da zona da dupla camada elétrica de
Helmholtz, quando o efeito de difuséo € suplantado pelos
outros mecanismos de condugdo na célula unitaria,
sendo dado por:

7=rC,. (10)

Trata-se de um parametro com dimensdo de tempo,
normalmente menor que 1s, podendo chegar a até 107's.
Vem relacionado com o tamanho do grdo mineral da
fonte geradora do efeito. E o parametro segundo melhor
estabelecido na literatura, na interpreta¢éo do efeito IP;

8 (fracdo do comprimento da célula unitaria afetada pelo
efeito de polarizagao), dado por:
r

d= .
R an

Este parametro é peculiar deste modelo. E adimensional
e esté definido no intervalo 0<§<1. Envolve apenas os
componente 6hmicos da conducdo na célula unitéria,
podendo r ser diretamente relacionado ao comprimento
da zona afetada pela polarizagdo e Rs ao comprimento
da porgéo da célula livre dessa influéncia.

1 (parédmetro eletroquimico), dado por:
n= a/ r 12)

Este parametro também é peculiar deste modelo. Tem a

dimensgo de s 2 e acha-se relacionado & significancia
relativa entre a componente 6hmica da corrente elétrica e
0 modulo da componente da corrente produzida por
difusdo dentro da espessura da dupla camada elétrica,
na freqiiéncia de 1 rad/s , na célula unitaria. Possui,
portanto, uma relagdo caracteristica com 0 processo
cinético produtor da polarizacdo. Na célula unitaria, pode
ser igualado a 2D/t onde D é o valor da difusividade do
“cation de troca” da solugdo e { é a espessura da dupla-
camada elétrica de Helmholtz (Chang and Jaffé, 1952).
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Ao ser n dependente de {, ndo variara com ® s6 em
primeira aproximacdo, em decorréncia da linearizac&o.
Dias (2000) estimou que, para as rochas, n pode variar
desde valores inferiores préoximos de 1 até
aproximadamente 150.

Segundo Dias (2000), espera-se que m cresga com a
concentragdo, tanto das fontes disseminadas quanto dos
ions em solucéo, em menor intensidade com o uUltimo.

Apbs certo exercicio algébrico e introduzindo os novos
parémetros, reescreve-se a equac¢do condutividade total
em sua forma final dada por:

o= a{l+a%} , (13)

onde temos:
A=1+u (14)
A=1+01-8)u (15)
e ia)r[1+77(ia))'l’2] (16)
a=m(l-35)/(1-m) 17)
B=@s)" (18)

Conforme Dias (2000), existem atualmente 12 modelos
analiticos principais, na literatura, propostos para
descrever os dados experimentais medidos no laboratério
relacionados ao efeito IP. S&o modelos que oferecem
parametros  petrofisicos para interpretacdo de
caracteristicas e propriedades do meio.

Do trabalho de Dias (2000), conclui-se que o modelo do
autor é o mais apropriado para descrever o efeito IP, por
possuir trés caracteristicas fundamentais:

a) ser capaz e versétil como os melhores para superpor
os dados experimentais, com a vantagem de fazé-lo
usando o menor nimero de coeficientes;

b) ser fenomenolégico na origem, isto é, construido a
partir dos principios fundamentais que descrevem o
fendbmeno e o comportamento do meio que exibe o
efeito sob a acdo de um campo elétrico harmdnico;

c) gerar coeficientes que possuem significado petrofisico
de maneira consistente e coerente.

Tem-se, portanto, uma fungdo complexa o, dependente
de cinco coeficientes (co, m, 8, 1, 1) e da variavel ®
(freqiiéncia o = 2xf).

O modelo proposto por Dias tem muito a oferecer, e seu
potencial ndo foi suficientemente explorado para
descrever propriedades petrofisicas das rochas e fazer a
caracterizagcdo de ambientes, através da medida da
polarizacdo elétrica. Em sua nova forma, a funcgao
condutividade total utiliza parametros, que contém
intervalos de variacdo bem definidos e significado
petrofisico claro. Esta fungdo monstrou-se consistente
guando confrontada com as informacBes externas
existentes.

3

Os dados experimentais utilizados na época, ainda que
poucos, permitiram uma comparacdo do desempenho
dos diversos modelos, assim como, a discussdo da
consisténcia do significado petrofisico dos varios
coeficientes envolvidos. Os resultados mostraram que
apenas 0s modelos multi Cole-Cole e Dias foram
capazes de descrever as curvas mais caprichosas, sendo
a funcdo multi Cole-Cole de sete parametros e a de Dias
de cinco parametros, com esta Ultima apresentando
menos ambiglidade na determinagdo dos coeficientes.
Outro ponto relevante é que o modelo multi Cole-Cole é
empirico e o de Dias fenomenoldgico na sua geracao.

Metodologia

Para que possamos inverter a fungdo condutividade de
corrente total, e obter os valores dos pardmetros
petrofisicos utilizaremos o método de Marquardt, com o
ajuste dos minimos quadrados.

Problemas de minimos quadrados tém como objetivo
encontrar o melhor ajuste para um conjunto de dados de
tal modo que o valor da soma dos quadrados das
distancias (tomadas na vertical) entre o modelo (curva
ajustada) e cada um dos pontos experimentais seja o
menor possivel. Essas diferencas entre os pontos da
curva ajustada e cada um dos pontos experimentais sdo
denominados residuos.

No problema especifico, um conjunto de dados
experimentais (medidas da fase e da amplitude da
condutividade complexa) sera representado por

Yo = [3/01 YO2 yoM ] ' (19)

0s quais sdo fungBes néo-lineares da frequéncia e dos
parametros a serem estimados.

O processo iterativo parte de uma aproximagao inicial do
vetor de parametros. Esse “palpite” inicial € construido
com base nos valores limite previamente investigados e
informacdes a priori. O objetivo do ajuste é minimizar a
disténcia entre a curva experimental, descrita por yo € a
curva calculada pelo modelo proposto dado por

Yeare = [3/1(f1l p) yz(fzv p) Ym (fM ) p)] ! (20)

onde f ¢ a freqiiéncia das M observagdes e p o vetor
de N parametros propostos pelo modelo que em sua
representacdo vetorial é dada por:

f:[f1 f2 fM]T e p:[pl P, - pN]T_ (21)

Como as componentes vy (f,p) sdo fungdes nao-
lineares dos parametros, 0 método determina a atribuicdo
de valores estimados as componentes do vetor de
parametros, f) através de um processo iterativo onde,

partindo de uma aproximacdao inicial p‘o), obtém-se na k-

ésima iteracdo uma estimativa para os valores dos
parametros os quais séo utilizados para atualizacdo dos
dados calculados na préxima iteragdo, ou seja,
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PR = pkD 4 Ap® 22)

sendo AP™ uma estimativa da correcdo dos

parametros. O vetor AP é calculado a partir da solugéo
de um problema linear usando minimos guadrados, onde
faz-se a substituicdo do funcional y(f,p) (segundo

membro da equacgédo (13) normalizado pelo seu valor na
frequéncia zero) pela aproximacdo de primeira ordem no
seu desenvolvimento em série de Taylor em fun¢éo dos
parametros.

O método a ser utilizado nesse trabalho serd o de

Marquardt para determinar AP®, de modo que se pode
escrever:

AP = (W ©TW O L 0 )2y T (v, —y¥) @3

onde | é a matriz identidade (p x p), e a constante
r“ >o,

R R PRI ) B () LY

w = 6yi(fi f)(k)) (25)

i ;k)
] 6pj

W — (Wi(?))MXN _com

A constante r® deve ser escolhida de tal modo que a
aproximagdo da matriz Hessiana, seja definida positiva,
iniciando com um valor modesto de 0.001; nas iteragbes
seguintes a escolha devendo ser feita com algum critério:

o Se y*¥ >yl repete-se a iteragdo considerando um

valor superior para T, isto €, multiplicando-se por
um fator de 10 o valor tomado anteriormente nessa
mesma iteracao;

e Se y® <y® deve passar-se a iteragdo seguinte
considerando T <T®  ou seja, r*Y =1® /10.

O processo iterativo deve continuar até que os valores
dos parametros figuem constantes.

O software foi desenvolvido de modo que podemos
escolher qual das variaveis deve ser minimizada primeiro,
controlando as correlagdes entre os parametros durante
os calculos inicias.

Outra opgdo desenvolvida no software € a escolha do
ndamero de iteragdo a ser aplicada a cada variavel ou a
combinacdo delas, podendo trabalhar com uma, duas,
trés ou mesmo as quatro variaveis ao mesmo tempo,
sendo essa ultima opgéo utilizada quando encontramos a
estabilidade nos célculos.

Resultados

Aplicamos o ajuste da funcdo condutividade de corrente
total a dados sintéticos variando os valores para 0s
parametros petrofisicos e observamos o comportamento
do software de inversdo durante o processo iterativo e a
correlagéo entre os parametros.

Os dados sintéticos foram gerados no intervalo de
frequéncia desde 107 Hz até 10° Hz (figura 1), pois deste
modo temos as duas assintotas que séo utilizadas para o
célculo inicial da cargabilidade (parametro m).

Dados sintéticos

g5

R Ty

25) /// 1

, . L .
10t 10* 10 10 10
Frequencia (Hz)

Amplitude

o
10" 10 10 10° 10* 10 10 10
Frequencia (Hz)

Figura 2 - Dados Sintéticos de Condutividade (fase e
amplitude)

No caso dos dados sintéticos, onde apresenta as duas
assintotas, temos um valor preciso da cargabilidade que
€ calculada com base na equacéo (8), deste modo é
necessario supor os valores dos outros trés parametros
(8, t, n) tomando como base o formato da curva e as
informacgdes a priori, sendo o valor de oo uma leitura do
proprio gréfico.

Na figura 3 observamos a sobreposicdo da curva de
dados experimentais (vermelho) e a curva calculada a
partir da inversdo da funcdo de condutividade, onde
podemos verificar uma sobreposi¢cdo de boa qualidade
apenas nos extremos.

Com base na observacdo de diversas combinagfes de
valores para os parametros, e 0 comportamento da fase
da condutividade, neste caso, se fez necessario modificar
o valor do tempo de relaxagéo (t) proposto inicialmente
para um valor menor que € mais proximo da curva e
entdo partir para o processo iterativo controlando as
correlagfes entre os valores.

Amplitude

3Ual 3 10° 10 10 10 10 10 10

Fase

Residuo
cond.

Residuo
fase

Figura 3 - Curva de dados sintéticos com a sobreposi¢do da
curva calculada com o vetor de parametros inicial.
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Esse caso que apresentamos aqui e os demais dados
sintéticos estudados apresentaram forte correlacéo entre
0s parametros 6 e m além de uma grande sensibilidade
do parametro eletroquimico n, que durante as iteracdes
muitas vezes era necessario deixa-lo estatico variando
apenas os demais.

A figura 4 foi gerada apds reducao do valor do tempo de
relaxacdo e algumas iteragdes. Obtivemos um bom
ajuste dos dados com a fungao tedrica, atingindo valores
de erro de 2.592% para o ajuste da amplitude da
condutividade e 13.522% para a fase da condutividade. A
inversdo da funcdo se mostra satisfatoria para a
amplitude, todavia a fase ainda apresenta valores
elevados de erro.

Os valores obtidos para os coeficientes sdo bem
aproximados dos reais propostos para o dado sintético
onde o tempo de relaxacao era de 2 x 10s e o calculado
de 1,28 x 10°s, todavia para obtermos esse valor se fez
necessario inserir no vetor de parametros inicial o valor
da ordem de grandeza correta.

Para o pardmetro eletroquimico (), seu valor original &
de 50 e o calculado foi de 48.69, valor este que foi
necessario mante-lo fixo passando as dez primeiras
iteracbes, pois 0 mesmo € muito sensivel e esta
fortemente correlacionado aos outros.

A fragdo de poro (pardmetro 3) original era de 0.3 e 0
calculado obtido foi de 0.2867 e a cargabilidade 0.7
sendo calculada 0.6981 apés as iteracdes.

Figura 4 - Ajuste final de dados sintéticos.

O software também foi testado com dados experimentais
retirados da literatura (artigo de Dias, 2000) onde
apresentava ja o valor dos parametros petrofisicos para
comprovarmos o desempenho do software de inverséo,
todavia os dados encontrados estavam em um limite
inferior a frequiéncia de 10° Hz e ndo apresentavam a
formacdo a assintota superior (maxima frequéncia)
dificultando o ajuste dos dados e mantendo um erro
insatisfatorio.

Conclusdes

Até o presente momento ndo havia um software de
inversdo destinado a trabalhar com funcdo de
condutividade de Dias (2000). Esta primeira versao foi
desenvolvida com base no algoritmo de Marquardt
fazendo um ajuste satisfatério de dados sintéticos e
sendo limitado ainda para dados experimentais com o
espectro de frequéncia mais completo (que apresente as
duas assintotas).

Embora tenhamos conseguido obter ajuste satisfatério
dos dados, o software apresenta limita¢des, inicialmente
por se tratar de um programa semi automatico, onde ha a
necessidade de inserir valores para o vetor de
parametros que sejam bem aproximados do valor real,
pois as atualiza¢gBes durante o processo iterativo sdo de
valores muito pequenos para 0s parametros a cada
iteracao.

Outra limitagdo do método adotado é a importancia da
presenca das duas assintotas para o célculo da
cargabilidade. A falta de um ou dos dois extremos do
espectro de frequéncia reflete diretamente da
determinacéo da ordem de grandeza do parametro t e no
calculo de m que por sua vez torna-se distante do valor
real.

Um ponto importante para a evolugdo desse trabalho é o
estudo minucioso da correlacdo entre os parametros e o
desenvolvimento de um método para melhorar a
estimativa do vetor de parametros inicial podendo resultar
até mesmo na substituicdo do método de Marquardt para
outro algoritmo mais complexo que trabalhe com valores
elevados de residuo, deixando o método de Marquardt
apenas para o ajuste final dos valores quando o valor de
residuo é menor possivel.
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