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Abstract

We have determined adaptive differential filters (ADF) by
employing Taylor's series to obtain high-precision
derivatives for potential data. Initially, we tested it in
algebraic functions to observe its behavior and accuracy
compared to analytical derivatives. Then, we applied it to
3D synthetic models of the magnetic field and compared
the results for components of the gradients and tensors
obtained both analytically and employing Fourier
transforms. We concluded that the use of finite difference,
with more coefficients of the Taylor's series, in the form of
a convolution filter and covering the entire numerical
domain furnishes satisfactory results.

Introducéo

O célculo de derivadas de campos potenciais, gradiente
no caso de primeira ordem e tensor no caso de segunda,
€ um procedimento indispensavel e consagrado na
geofisica. Através dele, é possivel assinalar feicbes nédo
detectadas em mapas brutos, tais como: caracteristicas
estruturais, contatos, dire¢ées, mergulhos e estimativa
das profundidades de corpos geologicos proximos a
superficie. Podemos usar os componentes do gradiente
em analises de contorno (Blakely, 1996) e em
procedimentos mais avancados, tais como no calculo da
amplitude, fase e profundidade do Sinal Analitico 2D e 3D
(Nabighian, 1972, 1974, 1984; Roest, 1992; Blakely,
1996) e na Deconvolucdo de Euler (Thompson, 1982;
Reid et al.,, 1990; Nabighian and Hansen, 2001). O
calculo dos tensores encontra aplicagdo em campos
potenciais para aperfeicoar e delimitar lateralmente as
fontes potenciais (Stanley, 1977). Derivadas de altas
ordens também sdo Uteis, mas devemos usé-las com
cautela, pois amplificam ainda mais comprimentos de
onda curto.

Inicialmente, faremos uma revisdo sobre diferencas
finitas, mostrando como generalizar suas formulas e
também como se trata de um procedimento de
convolugdo. Em seguida, descreveremos o filtro
diferencial adaptativo (FDA) como aplica-lo, suas
vantagens e suas limitacdes em relacdo a filtros
diferenciais comuns. Mostraremos um exemplo de
aplicacdo de FDA em uma fungdo polinomial e em uma
trigonométrica e, por fim, mostraremos a aplicacdo em
um modelo magnético sintético 3D.

Método das Diferencgas Finitas (DF)

Ha vérias formas de calcular derivadas. Dentre elas, esta
o método das diferencas finitas. O processo de calculo
das derivadas de uma funcdo qualquer por DF, quando
aplicado a mais de um ponto nos dados, torna-se um
processo de convolugdo. Portanto, trata-se de um filtro,
gue transforma o dado de entrada em um dado de saida
com o tamanho reduzido.

A formula geral da expansdo de Taylor é dada por:
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Onde h=x.;-X; € 0 espacamento, e i € um inteiro positivo.
O termo infinito do somatério na equacéo (1) se torna
finito de valor L, quando avaliamos a derivada de ordem
d e tomamos a expansdo de Taylor até a ordem p
(Eberly, 2008). Empregaremos os trés tipos de derivadas
com diferencas finitas: progressivas, regressivas e
centrais. O valor de L, mostrado na tabela (1), determina
a quantidade de pontos vizinhos que serdo necessarios
para fazer a diferenca finita.

Diferenca  impar d par

progressiva | L=d+p—1 L=d+p-1

regressiva L=d+p-1 L=d+p-1
central L=d+2p—1|L=d+2p—2

Tabela 1: Valores de L para os trés tipos de diferenca
finita e para diferentes ordens de d e p.

Truncando a equagdo (1) até uma ordem p e
reagrupando os termos, podemos chegar a uma forma
generalizada dada por (Eberly, 2008):
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Onde d é a ordem da derivada, p a ordem da expanséo
de Taylor, a e b valem, respectivamente O e L para a
diferencga progressiva, -L e 0 para a diferenca regressiva
e -L/2 e +L/2 para a diferenca central. O termo O(h")
denota o erro de truncamento de grau p da derivada
numérica, relativo ao truncamento da série de Taylor. Isto
quer dizer que a diferencga finita foi avaliada para todas as
ordens até p. Logo, quanto maior este valor, maior a
precisdo da derivada numérica de f(x). Para a diferenca
central este valor vale o dobro, pois a diferenca central
aproxima melhor o célculo das derivadas do que as
diferengcas progressivas e regressivas. Entretanto, ela
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precisa do dobro de pontos de observacdo em relagdo as
outras (caso d seja impar). C;sdo os coeficientes modelo
da DF. Para determina-los é necessario resolver o
sistema linear:

e 0,0<n<lenz#d
i

b

i=aqa (3)
Substituindo C; e a equacgdo (1) na equacéo (2) :
)u’ .
: f’ ZA (& + ih) + O(h?) @
. ]
Onde: K, — d!

A equacdo (4) € uma convolugdo de K; com f(x). Na
forma geral matricial compacta, temos:

(Fg)txl == (K)txm(F)mx] (5)

Podemos estender os resultados acima para o caso de
funcdes bivariadveis. As derivadas primeiras e segundas
sdo idénticas as derivadas univariaveis, exceto a
derivada cruzada, que é determinada por:

® ZZI\T Yf(x +ih,y + jk) + O(hP*, hPY)

i=a j=a

(6)
Onde:

A dy
® = _.d _—'.{) [_f(.r. y)] e KW = KK}

dzdr Jydy

Finalmente, na forma geral matricial compacta:

(ng gg}‘SXt = (Kx)sxm(F)mxn(Ky)nxt @

O tamanho dos vetores de entrada nas equagfes (5) e
(7) € maior do que o tamanho dos vetores de saida, um
efeito normal da convolugéo.

Filtro Diferencial Adaptativo (FDA)

O FDA é um filtro que faz os trés tipos de diferengas
finitas: progressiva, regressiva e central (podendo
também usar duas: a progressiva e a regressiva). Ele
emprega diferentes ordens da expansdo de Taylor para
preservar o tamanho dos dados e tornar o célculo das
derivadas mais preciso. Para este efeito ndo ocorrer, é
necessario adaptar o filtro da equacao (5) para que ele
determine diferentes tipos de coeficientes K a depender
do ponto.

A tabela (2) traz seis tipos de FDA para a primeira
derivada em um vetor com 5 pontos. Considere os
termos P, C e R, uma referéncia as diferencas
progressiva, central e regressiva, o sobrescrito em cada
um deles representando d e os subscritos representando,
respectivamente, p e L.

filtro | x4 To I3 €Ty Ts
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Tabela 2: Seis FDAs para d=1 aplicados a um vetor com
m = 5 pontos.

O filtro 1 utiliza diferengas progressivas nos 4 primeiros
pontos e regressiva no Ultimo, enquanto que o filtro 2 faz
a diferenca progressiva apenas no primeiro ponto e a
regressiva nos demais, ambos com p=1. Para estes dois
filtros, o erro de truncamento foi de O(h!) em todos os
pontos. O filtro 3 faz a diferenca progressiva para o
primeiro ponto, regressiva para o ultimo, e diferencas
centrais para todos os intermediarios, obtendo erros de
truncamento O(h?) nas bordas e O(h?) no centro. O filtro 4
mostra que € possivel obter um erro de truncamento de
O(h?) nos pontos de borda utlizando diferencas
progressivas e regressivas, aumentando o numero de
pontos L. O filtro 5 mostra que é possivel aumentar o erro
de truncamento até O(h ) nas bordas utilizando
diferengas progressivas e regressivas, enquanto que
para os pontos intermediarios ficam O(h2). Finalmente, o
filtro 6 faz a melhor combinagdo possivel de dlferengas
flnltas obtendo erros de truncamento de O(h) O(h)
O(h ), O(h ) e O(h ) respectivamente, nos pontos Xi, Xz,
X3, Xa € xs. O filtro 6 pode ser chamado de FDA 6étimo
(FDAO), pois o grau do erro de truncamento foi maximo.

fd(i’l) R P P B P f(id)
fd(iiz) 0 Iy P P Dy f(if‘z)
fles) | = Coa Coy Gy O Gy f(a3)
() Ry Ry Ry Ry 0 flag)
f4(rs) Ry R_y R_o R_1 Ry flxs)
Na forma matricial, temos:
(8)

A tabela (3) traz os FDAO de um vetor com 7 pontos para
as derivadas d=1, 2, 3 e 4. A relacdo m=2g-1 determina o
grau maximo que o FDAO pode obter quando m é impar
(neste caso g=4).

d| a1 o T3 T4 TE T6 T
1 [ Pis | Ps f’f; Cie | Ria | Ris | Ris
2 | Pig | Pis 5 4 r: 6 | C34 | Ris RZ 5.6
3 FPie | B | Bg | Coe [ By n, s | B Lo
4 [P, | B | Oy | C3p [ Oy B | Fis

Tabela 3: FDAO parad =1, 2, 3 e 4 em um vetor com
m=7 pontos.
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A tabela (4) traz os FDAO de um vetor com 8 pontos para
as derivadas d = 1, 2, 3, 4 e 5. A relagio m=2g-2
determina o grau maximo que o FDAO pode obter
quando m é par (neste caso g=5).

5l Ty I I €Iy Is I T TR
1 1“71.7 ‘::;],n I P.’.],.'. C ]! 6 | C ‘IE..H H.I._.'. Jlr",1]i,r'. ”;.T
2 ‘P.. ‘“'.f.li : "“.l.".'- ( -.’3.“ (.‘:I“{'_n H.u:l‘_.'. ‘r'":_f'. lei_T
3 PI !“?n . ‘r,?'. (.'.} [ ( .'?,n ;‘)i\.'. H.},f: r’".ﬁ.: |
I [ Pi; | Ple | Pos | Cog | Cos | R3s | R3s | Rix
5| Pss | Pog | Pis | Cie | Cis | Ris | Rig h‘— |

Tabela 4 FDAO parad =1, 2, 3, 4 e 5 em um vetor com
m = 8 pontos.

O FDAO depende simplesmente da ordem de
diferenciacdo (d), do tamanho e da paridade de m.
Entretanto, ha um limite computacional para o calculo do
FDAO, que pode ser observado claramente na equacgao
(3). O termo (i ") torna-se muito grande, pois n depende
de d e de p. Apesar disso, FDAs podem ser modelados
de forma estavel quando o tamanho do vetor € muito
grande. Este resultado pode ser estendido para funcdes
bivariaveis seguindo o raciocinio da equacao (7).

Resultados em fungfes algébricas

Representamos duas fungdes algébricas em um vetor
com m=41 pontos espag¢ados de 0.5:

H(z) =
T(x) = cos® (x) — sin (i))

Determinamos 7 filtros de derivada de primeira ordem
para avaliar a precisdo em relagdo as derivadas
analiticas H(x) e T(x). Os filtros 1, 2 e 3 fazem,
respectivamente as diferengas progressivas, regressivas
e centrais de primeira ordem. O vetor de saida é
diminuido de um para as derivadas progressivas e
regressivas e diminuido de dois para a central. Os quatro
filtros posteriores sdao FDAs que aplicaram diferencas
progressivas do 1° ao 10° ponto (Faixa F1), diferencas
centrais do 11° ao 31° ponto (Faixa F2) e diferencas
regressivas do 32° ao 41° ponto (Faixa F3). Sendo Py, Cp
e Ry, respectivamente, as diferengas progressiva, central
e regressiva de ordem p. Temos entéo, para as faixas F1,
F2 e F3: o filtro 4 faz P1, C1, Ry; o filtro 5 faz P,, C2, R2; 0
filtro 6 faz P3, C3, R3 eo filtro 7 faz P4, C3, Ra. O erro de
truncamento O(hP) é de ordem p para as diferencas
progressivas e regressivas, e 2p para a central.

A figura 1 mostra quatro gréaficos: os dois primeiros
contém curvas da derivada analitica, do filtro 1, do filtro 2
e do filtro 3 para o H(x) e T(x), respectivamente. Os dois
inferiores mostram os erros médios quadraticos (RMS)
relativos para os 7 filtros, dado por:

~ o = 2
(,Jrj!)nm.r - (.r:)u:}n

Onde g i e f'j séo, respectivamente, a derivada dos filtros
e a deriva analitica no ponto i.

pd — Gt 2 1+ 76x + 1120
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Figura 1: Os dois graficos superiores ilustram as curvas

da derivada analitica e dos filtros 1, 2 e 3 de H(x) e T(x),

respectivamente. Os dois gréaficos inferiores ilustram os

erros RMS relativos para os 7 filtros na fung&o H(x) e na

funcdo T(x), respectivamente.

O erro RMS do filtro 3 foi menor que dos filtros 4 e 5 pois
este filtro utiliza unlcamente diferencas centrais com
erros de truncamento O(h ), diferentemente dos filtros 4 e
5. Na funcdo H(x), o erro RMS foi nulo no filtro 7, p0|s
todos os erros de truncamento foram da ordem de O(h )
que é igual ao grau da funcédo. O erro RMS jamais sera
nulo na funcdo T(x), por tratar-se de uma funcgdo
transcendental. De qualquer forma, a FDA obteve erros
progressivamente menores.

Resultados em um modelo magnético sintético

O modelo magnético sintético utilizado possui fontes
magnéticas 3D representadas por trés esferas soélidas em
uma malha de 32 km x 32 km pontos, equi-espagados de
1 km em ambas as dire¢cdes em um campo magnético
ambiente com magnitude de 24.700 nT, declina¢do da =
-23°, inclinagdo ia = -30°. As coordenadas do centro
(x,y,2), raio (r), susceptibilidade magnética (s), inclinagao
(ie) e declinagdo (de) da magnetizacdo de cada esfera
estdo definidos na tabela (5).

Est. | x(km) | y(km) | z(km) | r(km) | s(SI) | ie(°) | de(®)
1 16 6 5 3 0.05 | ia da
2 16 16 7 3 0.08 | ia da
3 16 26 5 3 0.05 | 0° 30°

Tabela 5: Parametros magnéticos e geométricos das
esferas sélidas utilizadas na modelagem 3D.
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Para avaliar o calculo dos gradientes Dx e Dy e dos
tensores Dxx, Dyy, Dxy e Dzz, aplicamos um algoritmo
FFT e trés FDAs para avaliar a precisdo dos célculos
também com a variagdo de p. O célculo do tensor Dzz
pelo FDA foi feito com base na equacéo de Laplace para
campos potenciais: Dzz = — (Dxx + Dyy). Os filtros FDA
foram modelados para calcular da seguinte forma:
diferencas progressivas aplicadas nos 5 primeiros pontos
(Faixa F1), diferencas centrais aplicadas a todos os
pontos centrais (Faixa F2) e diferengas regressivas
aplicadas nos 5 Ultimos pontos (Faixa F3). Seguindo o
padrdo descrito anteriormente nas funcdes algébricas, o
FDA 1 faz P,, C1, R; para o célculo dos gradientes e Psg,
Ci1, Rg para o célculo dos tensores. O FDA 2 faz P4, C»,
R4 para o célculo dos gradientes e P4, C, R4 para o
calculo dos tensores. O FDA 3 faz Pg, C4, Rg para o
calculo dos gradientes e P,, C4, R para o calculo dos
tensores.

Os resultados e a precisdo das derivadas calculadas por
FFT e pelos FDAs estao ilustradas no grafico da figura 2.
Note que nem sempre o0 aumento da ordem da expanséao
de Taylor permite o calculo preciso das derivadas por
diferencas finitas, observado claramente no caso do
calculo dos tensores no grafico da figura 2. Dentre os
motivos desse efeito estdo: (i) amostragem feita de forma
inadequada, pois a Dyy amplificou os comprimentos de
onda curto na direcdo y, e como as esferas estdo
alinhadas N-S, a frequiéncia é maior nesta dire¢do do que
na outra, ocasionando um efeito de aliasing e (ii) o campo
magnético, como todo campo potencial, € uma fungdo
transcendental. O FDA 3 foi o filtro mais robusto e por
isso representamos sua aplicagdo no calculo do Dy e Dzz
nas figuras 3 e 4, respectivamente, juntamente com o
célculo analitico e FFT. E claramente perceptivel que o
calculo por FDA é melhor em relagdo ao FFT, resultando
em uma imagem das derivadas mais suave.

0 | | | | |
Dx Dy Dxx Dyy Dzz Dxy

Figura 2: Grafico dos erros RMS relativo para o célculo
dos gradientes Dx e Dy e dos tensores Dxx, Dyy, Dzz e
Dxy através da FFT e dos FDA 1, FDA 2, FDA 3 em
relacdo a derivada analitca do modelo magnético
sintético 3D.
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Figura 3: Mapas de anomalia magnética Dy em nT/km
causada por trés esferas solidas calculada de forma
analitica, por FFT e pelo FDA 3 respectivamente de cima
para baixo. Abaixo: grafico do perfil N-S em X=16km
cruzando o centro das esferas.
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Figura 4: Mapas de anomalia magnética Dzz em nT/km?
causada por trés esferas solidas calculada de forma
analitica, por FFT e pelo FDA 3 respectivamente de cima
para baixo. Abaixo: grafico do perfil N-S em X=16km
cruzando o centro das esferas.

Conclusdes

O espacamento amostral dos pontos e comprimentos de
onda curto (alta freqiéncia) em uma dada direcdo
influenciam no calculo das derivadas do campo potencial.
Apesar disto, os resultados obtidos nas funcBes
algébricas e no célculo dos gradientes e tensores em um
modelo magnético 3D provaram a eficacia da Filtragem
Diferencial Adaptativa (FDA) no calculo aproximativo das
derivadas, sendo inclusive melhor do que os resultados
obtidos por FFT.
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