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Abstract

Gassmann was one of the first researchers interested in
the relationship that the constituents of a rock has with
the variation of seismic velocity, establishing the
relationship of longitudinal velocities with the bulk
modulus and shear modulus of saturated rock and dry
rock. In 1951 he published two seminal works. This work
reviews the theory of Gassmann (1951), detailing the
derivation of the famous equation that bears his name,
comparing the original Gassmann notation with modern
notation. Finally, this work compares the original
approach of Gassmann with the Berryman (1999).

Introducéo

Gassmann foi um dos primeiros estudiosos interessados
na relacdo que os constituintes de uma rocha tem com a
variacdo da velocidade sismica em estudo, provando de
modo sucinto a relagdo das velocidades compressional e
longitudinal com o médulo de incompressibilidade e o
modulo cisalhante da rocha saturada e da rocha seca
(obtida em laborat6rio). Em 1951 publicou dois trabalhos
seminais. O presente trabalho revisa a teoria de
Gassmann (1951), detalhando a derivagdo da famosa
equacdo que leva o seu nome, comparando a notagcao
original de Gassmann e a notagdo moderna. Finalmente,
0 presente trabalho compara a abordagem original de
Gassmann com a de Berryman (1999). A importancia de
tal equacdo estd em relacionar o moédulo de
incompressibilidade da rocha com a porosidade, o
arcabouco e o fluido, tornando possivel o estudo de
saturacdes, sendo aplicavel tanto na injecdo de CO
como em outros tipos de fluidos.

Método

Para a deducdo da equagdo, Gassmann utilizou varias
consideracBes, dentre elas: (i) a rocha deve ser
macroscopicamente homogénea e isotropica; (i) o
movimento dos fluidos ndo deve ter atrito; (iii) os poros
devem ser interconectados; (iv) o sistema deve ser
fechado; (v) ndo deve haver interagdo quimica entre o
fluido, os minerais e a matriz; (vi) o movimento dos
constituintes da rocha deve ser desprezado em relacdo

ao movimento de toda a formacgdo; (vi) a pressao
hidrostatica, denotada por Py, deve ser constante.

Todo o desenvolvimento algébrico € conduzido na
prerrogativa de que a rocha seca é o volume rochoso
estudado formado pelos minerais, somada com a parte
porosa. Por seu turno, a rocha saturada sera a rocha
seca mais a porcao saturada.

Considere uma superficie Sy,; que representa a soma
das superficies composta pela parte dos minerais (S;,in)
e com a parcela dos poros saturados (S;). A resultante
das forcas que atuam no sistema sera Fs,;, que é forca
total saturada, resultante da parte dos poros saturados
(Ff) e da parte dos minerais (Fp,):

Fsat:Ffl+Fmin-

Levando-se em conta que todo o sistema estd submetido
a presséo hidrostatica Py, tem-se que:

SsatPri = Ss1Pri + SminPri-
A forca resultante na parte dos minerais poderd ser
escrita como a soma da forga da rocha seca (Fgeq) mais
a forca da area dos minerais submetidas a pressdo do
fluido (Py,):

Fnin = SminPfl + Fsecq -

Assim, a resultante da for¢a na rocha saturada sera:

Fsar = Foeca + Ssatpfl- L
Reescrevendo em termos de presséo:

Feat = PtsatSsat 2

onde Pty,,; € a pressdo total na rocha saturada. A
presséo sobre a rocha é

Feca = PlsecaSsat (3

onde Ptg.., € a pressao total na rocha seca. Substituindo
as equacoes (2) e (3) na equacéo (1):

Ptyyr = Ptgecq + Pfl-

Em um sistema aberto, os poros devem ser expostos, e
as variagbes na presséo dos poros saturados (APy;) e a
variagdo na pressdo da rocha seca (APtg..,) podem ser
separados e tratados de forma independente.
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A equacdo da compressibilidade relaciona a varia¢do
relativa de volume com a variagéo relativa de pressao:

AV Ap

vk )

onde AV é a variagdo no volume, V é o volume, Ap é
variagdo de pressio e k €é o0 mddulo de
incompressibilidade. Gassmann (1951) considerou trés
situacoes.

Primeiro caso. Para AP;, # 0 e APt = 0, a rocha seca
sofrerd uma contracéo elastica por conta de uma presséo
adicional do poro saturado. Como essa variagdo sera
uniforme em todo o volume, entdo pela auto similaridade,
tem-se:

AVsat _ AVinin _ _ APf1

Vsat Vimin kmin

Segqundo caso. Para APy, = 0 e APty # 0, a rocha seca
fica com a seguinte expressao:

AVsar - Apseca

Vsat kseca

Terceiro caso. V,,;, € a parte solida da rocha seca.
Aplicando trés vezes o teorema de Love (vide Gassmann,
1951):

3
I SRk :
AVmin‘ 3kmin i=1Aplseca1

onde a é distancia entre dois plano paralelos.
Considerando a3 =V,

AVinin - _ APseca

Vsat kmin

Para o caso em que o sistema esta fechado, ocorrem
tensBes adicionais Aps; € Apsecq. A tenséo geral Apgg,
podendo ser escrita como:

Apsar = Apfl + Apseca- (5

A equacdo (4) pode ser utilizada para descrever a rocha
saturada:
AVsat — . APsat

Vsat ksat '

e também para a parcela dos poros saturados:
AVpr _ App
Vsl kgi )

Com a variagéo dos dois modelos AP;; # 0 e AP, # 0, a

compressibilidade da rocha seca serd a soma das
fragbes em APy, e AP, ficando:

AVsar _ Apsi Apseca

Vsat kmin Kseca

Com a mesma variagdo €é possivel descrever a
compressibilidade da parcela do mineral ficando com a
soma dos constituintes para as duas variacdes:

AVnin _ (1-n)Apg; _ Apseca

Vsat kmin kmin .
Através das relages de porosidade,

_ Y
Vsat'

(1-¢) = -min

)
Vsat

e das relagdes da soma de variagdes do volume:

AVsat = AVmin + AVflv

AVsat _ AVinin + AVg

)
Vsat Vsat Vsat

Com tais definicdes temos que:

(1—¢)ksatApfl _ ksatApseca _ ¢ksatApfl
Kmin kmin kfl '

APsar = — 6)

Apseca( —kminkf1 + Ksecak 1)
ksecakfl_(1_¢)ksecakfl_ ksecakmind)’

Apgy = @
Substituindo as equacgbes (6) e (7) na equacao (5) temos
a famosa equacéo de Gassmann:

(1_kseca)2
k .
ksat = Kseca + i_l_(l—tg;l_nkseca' (8)

ket kmin  kpin

As densidades dos constituintes da rocha saturada e da
rocha seca podem ser escritos como:

p _ Mgat
sat — ’
Vsat

Dmin = Mmin
min — 1
Vimin

p — Mmin
seca — .
Vsat

Introduzindo a porosidade nas relagdes acima, temos que

Pseca = (1-®) Pmin

Psat = Pseca T ¢pfl.

Finalmente, Gassmann (1951) ainda deduz as
velocidades cisalhantes e longitudinal:
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Médulo de Cisalhamento

Para explicar o médulo de cisalhamento, Gassmann
(1951) trabalha com mais uma hipé6tese, tornando um
pouco confuso o desenvolvimento da sua teoria.
Berryman (1999) consegue resolver esse impasse,
provando a igualdade dos mddulos de cisalhamento da
rocha saturada com a rocha seca. Ele trabalha com a
matriz de coeficientes elasticos e acrescenta a influéncia
da presséo do fluido do poro saturado:

€11
€2 |
€33 | —
3
511 seca S12seca S12seca —B 011
S12 seca S11seca Si2seca —B 022
S12 seca S12seca Si1seca —B o33 | ©
—B —B —B -y —Pr

onde e;; € a deformagdo, s;j 5., € @ complacéncia, o;; € 0
esforco, p; € a presséo do fluido de saturacdo, ¢ é a
deformacdo causada pela pressdéo do fluido de
saturacdo. B e y sdo parametros que dependem do meio
poroso e da complacéncia do fluido. Os reciprocos dos
elementos da matriz de coeficientes elasticos
(complacéncias) podem ser escritos de forma explicita:

s _ AsecatUseca — 1 1
11 seca — - )
Useca(BAsecat2tseca) 9IKseca 3Useca
_ Vseca _ 1 _ 1
S12 seca = -

Eseca 9IKseca 6#seca.

onde é v, € arazdo de Poisson, e E.., € 0 mbdulo de
Young, Useca € O mddulo de cisalhamento, Ag.., € a
incompressibilidade do fluido.

Pela hip6tese de Gassmann, ocorre uma variacdo de
pressdo no volume rochoso sem que haja deformacéo,
de modo que:

£=0.

Da equacéao (9) temos que:

B
—pr = ;(011 + 0y, + 033).

De modo que igualando-se as matrizes descritas pela
complacéncia da rocha saturada com a rocha seca,
obtém-se as seguintes expressoes:

S11sat S12sat Si12sat
S12sat  Silsat Si2sat
S12 sat S12sat  Si1sat

S11seca S12seca S12seca
= S12seca  Silseca S12seca
S12seca  S12seca Silseca

Ble
——(1 1 1
Y\1 11

Da ultima equacao podemos explicitar as seguintes
relacbes

BZ
S$11 sat = S11seca —
Y
e
BZ
S12 sat = S12seca — 7
Reescrevendo:
1 1 1 1 B?
+ = + — =, (10)
Ksat 3Usat Ykseca 3Useca Y
e
1 1 1 1 B?
— = - ——. (1)

9Ksat 6Usat 9Kseca 6lseca Y

Subtraindo a equacao (11) da equacao (10), temos a
chamada hip6tese de Gassmann:

Useca = HUsat- (12)

Exemplo llustrativo de Gassmann

Considere os seguintes dados de entrada, no CGS, para
um sistema fechado, obtidos em laboratério (Gassmann,
1951): (i) porosidade aparente (¢): 13,3%; (ii) porosidade
verdadeira (¢,,): 17,1%; densidade da rocha seca (psecq):
2,23 g/cm?; (iv) velocidade da onda longitudinal na rocha
seca (V} secq): 2,3 x 10° cm/s; (v) velocidade da onda
transversal na rocha seca (Vr socq): 1,3 X 105 cm/s; (vi)
velocidade da onda longitudinal da parcela fluida (V, £,):
1,435 x 10° cm/s; (vii) densidade da &gua (Pagua): 1
g/lcm3; (viii) densidade do gas preso na porosidade
fechada (pgyss): 0,0013 g/cm3; (ix) densidade da agua
(Pagua): 1 g/cm?3; e (x) médulo de incompressibilidade do
mineral (Kpin): 25 x 1010 dina/cm?.

A densidade do fluido da parte solida é:

Pmin= 32 = 2,57 glem?.
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Considerando a expresséo da velocidade de propagacao
da onda longitudinal na rocha seca como sendo

_ Mseca
VL seca — J
‘\} Pseca

0 moédulo da onda P para a rocha seca pode ser
determinado, e no caso, Mg, = 11,8 x 10 dina/cm?.

Considerando a expresséo da velocidade de propagagdo
da onda transversal na rocha seca como sendo

__ |HMSseca
VC seca — \I Pseca '

0 modulo de rigidez para a rocha seca pode ser
determinado, e no caso, tgecq = 3,77 x 1010 dina/cm?.

O mddulo de incompressibilidade na rocha seca (Kgecq)
pode ser calculado pela expressdo

iseca _ ¢ g 1010 412
’ cm?

Kseca = Mseca +
Considerando a expressao da velocidade de propagagdo
da onda longitudinal na parcela fluida como sendo

_ Mna
= o

o médulo da onda P na parcela fluida (M ;) pode ser
determinado, e no caso, My, = 2,06 x 10 dina/cm?.

O moédulo de incompressibilidade na rocha seca (Kgecq)
pode ser calculado pela expresséo

Ky = My + =22 = 2,06 x 10" dina/cm?.
Note que uf; = 0.Finalmente, utilizando a equagéo de

Gassmann, podemos encontrar 0 modulo de
incompressibilidade da rocha saturada:

Koqe = 12,8 x 1010 dina/cm?.

Considerando pUseeq = Ugqr, t€M-SE qUE U gor =
3,77 x 10*° dina/cm?.

A densidade da rocha saturada é determinada por:
Psat = Pseca T (].’)pﬂ = 2,363 glcm?.

Introduzindo esses valores na expresséo da velocidade
na rocha saturada:

Vear = 2,748394 x 10° cmis.

Aplicabilidade da Equagdo de Gassmann

A presséo dos poros, juntamente com a saturagéo, o tipo
de rocha, fluido, idade, razéo entre arenito e argila, e a
profundidade, irdo influenciar os dados para o uso da
equacdo de Gassmann.O dioxido de carbono quando
injetado altera as caracteristicas do meio, precipitando
minerais e alterando a prépria porosidade. O médulo de
incompressibilidade da rocha seca sera determinante na
mudan¢a da porosidade porque com altos valores,
determina-se pouca variacdo da velocidade, implicando
em baixo sucesso para o estudo sismico de
monitoramento de inje¢cdo. A porosidade determinara a
mudanca da velocidade nos modelos, portanto, menores
valores de porosidades implicardo em aproximacado para
0 modulo de incompressibilidade da rocha seca com a
rocha saturada, dificultando o estudo sismico de
monitoramento.

Resultado de Simulagdes

A equacéo da velocidade pode ser escrita em termos da
parte porosa, da parte fluida, da rocha seca e da rocha
saturada. O modulo cisalhante foi provado ser igual tanto
para a parte da rocha seca quanto para a parcela da
rocha saturada. O fluido pode ser estendido adicionando
uma nova parcela de saturacdo, possibilitando assim o
trabalho de substituicdo de fluidos encontrados em
reservatorios, tornando a equacdo de Gassmann um
grande marco da industria do petroleo. A densidade da
rocha saturada também é escrita em termos de parcelas
de todo o material envolvido nos estudos. Levando em
conta a porosidade aparente que é a base para todos os
tipos de relagdo que condizem boa aproximagao para o
estudo adotado. O ar que € o fluido que preenche a rocha
seca, em termos de moédulo de incompressibilidade é
desconsiderado, devido sua baixa influencia, porém, nos
calculos para a densidade é levado em conta o que torna
a densidade da rocha seca diferente da densidade da
rocha saturada.

Os fluidos séo prioridade no processo de monitoramento,
e 0os mesmos devem ser mapeados e delimitados. E
possivel observar as diferentes velocidades
compressionais para diferentes saturagfes; quanto maior
for a porosidade e a saturacéo, maior sera a velocidade.

Em um reservatorio contendo fluido, varios agentes
internos sdo responsaveis por alterar a porosidade da
rocha, como por exemplo: diagénese, sedimentacdo de
minerais contido em fluidos que estejam dentro do poro,
esforcos compressionais ou distencionais (tectdnico), a
gquantidade de argila que compde a rocha, temperatura
de todo o sistema, forma da deposicdo de material
sedimentar, dentre outros. A Figura 1 mostra o modulo de
incompressibilidade em funcé@o da porosidade e a Figura
2 a velocidade compressional em funcdo da porosidade.

Quanto maior for a porosidade, menor sera a velocidade
compressional e o médulo de incompressibilidade. A
satisfatéria para porosidades entre 0.0 e 0.5, porque
quando ultrapassa esse valor, a porosidade &
considerada inversa, de modo que ndo se tem fluido na
rocha e sim fragmentos de rocha dentro do fluido. Entéo,
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o decrescimento da velocidade comeca a sofrer pouca
variacao a partir da porosidade igual a 0.5.

2.6e+011 T T
2.4e+011 %I— A
2284011 [ A
Ze+011 _L"‘. B
1.8e+011 ""-‘,‘ B
1.6e+011 [ “\ A
14e+011
1.2e+011 \ i

te+011 | T B

Mddulo de incompressibilidade

8e+010 | — ]

Ge+010 L L L

Porosidade

Figura 1: Mddulo de incompressibilidade (em dina/cm?) em
funcéo da porosidade.
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Velocidade Compressional
e
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Figura 2: Velocidade compressionais (em cm/s) em fungdo da
porosidade.

Conclusdes

A equacgdo de Gassmann continua valida, apesar de ter
sido demonstrada em 1951, e baseada numa série de
premissas. Ela tem sido comprovada por ter suas
conjecturas provadas, possibilitando o aprofundamento
de pesquisas sobre as propriedades petrofisicas das
rochas. Os resultados mostram influéncia direta da
porosidade aparente na determinacdo da velocidade
compressional. Para o uso de dados laboratério, a
aproximagdo da rocha quase seca para a rocha seca é
admitida, visto que a modulo de incompressibilidade do
ar é muito baixo comparada aos modulos de
incompressibilidade do fluido do sistema e dos minerais,
que s#o, respectivamente, da ordem de 10° dina/cm? e
10° dina/cm?.
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Nomenclatura

Notacdo de Gassmann

Notacdo Moderna

Porosidade aparente n )
Porosidade verdadeira Ny 08
Porosidade do sdlido ns Pmin
Forca B F
Avrea da rocha saturada F Ssat
Avrea da parte sélida F Simin
Area da parte fluida F Sp1
Volume da parte sélida 4 Vinin
Volume da parte fluida v Vi
Volume da rocha saturada \ Vsat
Volume de poro inacessivel para a agua v Vi1
Diferenca de volume da parte solida AV AVin
Diferenca de volume na parte fluida AV AVy
Diferencga de volume da rocha saturada AV AVae
Diferenca de volume da rocha seca AV AViecq
Massa da parte solida m Mpin
Massa da parte fluida m my
Massa da rocha saturada m Mgqar
Densidade da parte sélida p Pmin
Densidade da parte fluida p Pri
Densidade da rocha seca p Pseca
Densidade da rocha saturada p Psat
Pressdo da parte sélida p Pmin
Presséo da parte fluida p Pr
Presséo da rocha saturada p Psat
Presséo da rocha seca p Pseca
Presséo total da rocha seca Py Ptseca
Presséo total da rocha saturada Py Ptoat
Diferenca de pressdo da parte s6lida Ap ADmin
Diferenca de pressdo da parte fluida Ap Apg
Diferenca de presséo da rocha saturada Ap Apsqr
Diferenca de presséo da rocha seca Ap Apseca
Madulo de incompressibilidade da parte sélida k Kmin
Maédulo de incompressibilidade da parte fluida k ki
Madulo de incompressibilidade da rocha saturada k Kgar
Madulo de incompressibilidade da rocha seca k Kseca
Maddulo de cisalhamento da parte s6lida J1i Umin
Médulo de cisalhamento da parte fluida i Uri
Madulo de cisalhamento da rocha saturada U Usat
Maddulo de cisalhamento da rocha seca a Hseca
Médulo da onda P da parte solida M Minin
Médulo da onda P da parte fluida M My
Médulo da onda P da rocha saturada M Mgqe
Médulo da onda P da rocha seca M Mseca
Velocidade da onda longitudinal na rocha seca vy Vi seca
Velocidade da onda transversal na rocha seca w Vi seca
Velocidade da onda longitudinal na parcela fluida 1 Vst
Velocidade da onda longitudinal na rocha saturada v VL sat
Velocidade da onda transversal na rocha saturada w Vi sat

Tabela 1: Correspondéncia entre a notacdo original de Gassmann (1951) e a notacdo moderna.
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