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Abstract

We present a tutorial of a basic FWI algorithm. It uses for
sake of simplicity the steepest-descent method for the
optimization. In addition, the use of pseudo-Hessian
diagonal is discussed, as well as its influence on the
results. From this work, it is shown that a basic FWI
algorithm is able to provide high resolution results,
especially when using information associated with
Hessian.

Introducéo

A inversdo do campo de onda completo (FWI, do inglés,
full-waveform inversion) é reconhecida como o melhor
método de obtencdo de estimativas de modelos de
velocidades e outros parametros. Ela é capaz, em teoria,
de obter tais modelos com alta resolugéo, constituindo-se
no estado da arte dos métodos de construcdo de
modelos de velocidade.

Embora proposta h& muitas décadas -
independentemente por LAILLY (1983) e TARANTOLA
(1984) —, o amadurecimento da FWI e sua utilizagcdo
pratica ocorreram mais recentemente. Um ponto
importante é que a sua utilizagéo prética pela Industria do
Petréleo foi possivel somente quando do aprimoramento
dos computadores. Uma revisdo abrangente sobre a FWI
pode ser encontrada em VIRIEUX e OPERTO (2009),
onde é tracada a sua trajetoria desde a proposicéo até a
maturidade e seu posterior desenvolvimento.

A FWI pode ser caracterizada como um problema de
inversdo altamente ndo linear e mal posto, no qual os
dados observados (reais ou sintéticos) sdo comparados
diretamente com os dados modelados. Para isso, utiliza-
se de uma funcdo objetivo (e.g., norma L2, norma L1,
etc.). Diferentes métodos locais de minimizacédo
utiizando o gradiente podem ser considerados no
processo, assim como métodos globais. Entretanto, na
pratica, estes ainda séo inviaveis devido ao alto custo
computacional em problemas com grande numero de
parametros. H4 ainda os métodos hibridos.

Neste trabalho, apresenta-se um tutorial que visa
contribuir para a compreensdo do método e, a0 mesmo

tempo, mostrar a sua efetividade. Também é avaliado a
influéncia da utilizag&o de informacdes da Hessiana.

Resumo da FWI e algoritmo

Um elemento fundamental no algoritmo de FWI é a
funcéo objetivo. Ela é utilizada para medir a diferenca
entre o dado observado e o dado modelado. Em uma
aquisicdo do tipo streamer, apenas 0 campo de pressao
acustica é utilizado para construir a fungdo objetivo,
sendo a norma L2 do vetor de residuo entre o campo de
pressdo acustico medido e o modelado o exemplo mais
simples:

T Nf N,

E(m) = 51 f ZZ (P"”S(ri.rj't) (1)

0 j=1i=1
2
l .
— pca (Ti,rj,t,m)) dt,

onde P e P°bs s3o, respectivamente, o dado modelado
(calculado) e o dado observado. O primeiro somatério é
referente a posicédo das diferentes fontes e o segundo é
referente aos receptores.

Existem dois principais métodos de otimizagéo que lidam
com esse problema: os métodos globais e os locais.
Métodos globais tém eficiéncia computacional proibitiva
em problemas que demandam computacdo extensiva,
como é o caso da FWI. Os métodos locais sdo mais
viaveis do ponto de vista computacional, pois buscam
minimizar a func@o objetivo em torno de um modelo
inicial conhecido m,. Cabe ressaltar que tais métodos
séo conhecidos também sob a denominagéo de métodos
do tipo gradiente. Um ponto importante no que se refere
aos métodos locais, é que eles funcionam de forma mais
efetiva quando se considera um modelo inicial perto da
solucdo verdadeira. Os modelos iniciais podem ser
obtidos por diferentes técnicas, sendo comumente
utilizada a tomografia sismica para este fim.

Na sequéncia, é apresentado o método de Newton, a
base de todos os métodos gradiente. Ele pressupde a
aproximac@o em série de Taylor da fungéo objetivo até
segunda ordem em torno de um modelo inicial.
Considerando, entdo a funcdo objetivo quadratica, é
possivel mostrar que a atualizacdo do modelo é dada
pela seguinte expressao:

m;q =m; — H'(m,)VE(m,), 2

onde H e VE sdo, respectivamente, a Hessiana e o
gradiente da func¢é&o objetivo, dados por
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O método de Newton alcanca o minimo da funcao
objetivo (ha verdade, sua aproximacdo em segunda
ordem) em uma Unica iteracdo. Entretanto, ele é
desafiador computacionalmente devido ao custo de
calcular a matriz hessiana e sua inversa. Existem
diversos métodos iterativos que aproximam a matriz
Hessiana de diferentes formas. O calculo do gradiente
também acarreta custo computacional proibitivo caso
utilizadas as definicbes baseadas nas derivadas de
Fréchet. Na pratica, utiliza-se o chamado método adjunto
(PLESSIX, 2006) para calcular o gradiente de forma
eficiente, como sera discutido.

Para o céalculo do modelo direto, utilizamos a equacao
acustica da onda 2D, i.e.,

aZ

2 *’p\ | B,
2P @) (224 00) 2o s (s

onde, p é o campo de pressao, x e z sdo as coordenadas
espaciais (considerando o eixo z para baixo, como de
costume na Geofisica), v sdo as velocidades de onda P
do modelo, t é o tempo e s é a fonte. Utilizamos o pulso
de Ricker (chapéu Mexicano) como fonte, i.e.,

—Atge~ftd?,

(6)

onde A é a amplitude, f,,, é a frequéncia de corte
(méxima frequéncia presente) e t; é o tempo defasado:

_ feur
fe=3ym %
ty=t—tg,
(8)
ty = 2\/5
= Frut (10)

Para a resolugdo da Eq. (5), pode ser utilizado o Método
das Diferencas Finitas, com operadores de diferencas
centrais de segunda e quarta ordem, respectivamente, no
tempo e no espaco (ALFORD et al.,1974). A equagéo de
marcha explicita é dada por:

AtV 2
Pt = T;L] [=(Piz " + Pijoa™ + Pisn "
+Pji2")
+16(Pi_y " + Py "
+ PHlJ-" + P ") — 60P ;"]
+2P" ;- P "t
+ At? C” p”S”",

(11

onde n é a variavel relacionada ao tempo, h é o
espacamento entre os pontos da malha P"*l, pte
P™"1sdo0 respectivamente 0s campos de pressdo nos
tempos futuro, presente e passado.

Para tentar minimizar o problema do cycle skipping, foi
proposto um método, hoje um dos aspectos chave da
inversdo FWI, conhecido como estratégia multiescala de
frequéncia (BUNKS, 1995 e RAVAULT et al., 2004). Tal
método consiste na utilizacdo de frequéncias
progressivamente maiores, fazendo com que o grau de
complexidade da funcéo objetivo aumente
progressivamente e minimizando a chance de que seja
atingido um minimo local (Figura 1).

E(m) Baixa frequéncia

0 : m

E(m)

elpugnbaly ep opuawWny

Alta frequéncia

E(m)

0 m m
Figura 1. A estratégia Multi-escala para evitar o cycle-
skipping. Modificado de FICHTNER A. (2011).

Um cddigo (em Algoritmo 1) de FWI basico é apresen-
tado abaixo, discutindo-se seus principais elementos nos
proximos paragrafos.

Dados de entrada: (L5) (na linha 5) é realizada leitura do
sismograma (dado de campo, pode ser também um dado
sintético, no caso deste trabalho, gerado a partir de um
modelo de velocidades conhecido ou um benchmark) e
(L1) do modelo de velocidades inicial.

Laco de frequéncia: (L2-24) lagco responsavel pela
selecdo dos dados, comecando das frequéncias mais
baixas para as mais altas. Este lagco é responsavel,
portanto, pela estratégia multiescala. No caso de dados
reais, € necessario filtrar os dados, enquanto, no caso
sintético, para simplificar o cédigo, as frequéncias foram
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selecionadas diretamente através da variacdo da
frequéncia da fonte (variando o f,,;)-

1 Ler modelo inicial

2 Lago de frequéncia

3 Laco de iteracdo (it=1,Tit)
4 Laco de tiros (tl=1,Nt)

5 Ler dado do tiro tl

6 Rotina modelagem (m;)

7 Célculo do residuo

8 Calcula E (m;)

9 Calcula grad

10 Fim do laco de tiros
11 Calcula passo (p)
12 Rotina Atualiza mod(p, grad, mji, mj:1)

13 Laco de tiros (t2=1,Nt)

14 Ler dado do tiro t2
15 Rotina modelagem (mi+1)
16 Calcula E (mis+1)

17 Fim do laco de tiros

18 Se E(mi+1) = E(mi)

19 passo = passo / 2
20 volta para L12
21 Fim se

22 m; <« Mi+1
23 Fim de laco de iteracéao

24 Fim do lago de frequéncia

Algoritmo 1. Algoritmo béasico de FWI.

Laco de iteracdo: (L3-23) Esse lago é responsavel pelo
processo iterativo, relacionado ao uso do método de
otimizagéo local. Lembrando que métodos locais visam
encontrar um minimo da funcéo objetivo na vizinhanga de
um modelo inicial. O Método de Newton, apresentado
anteriormente, € o Unico método gradiente capaz de
obter o minimo local da aproximac¢éo da funcéo objetivo
(aproximada até segunda ordem) em apenas um passo
para cada iteracéo. No algoritmo apresentado, utilizamos
o método do gradiente descendente, como sera
detalhado mais adiante.

Lacos de tiro: (L4-10 e L13-17) o codigo apresentado,
baseia-se na realizagdo das etapas necessarias para a
inversdo tiro a tiro, sendo o gradiente e a fungé@o objetivo
obtidas acumulando-se o resultado de cada um dos tiros.
E importante se atentar para o fato de que a geometria
necessita ser carregada corretamente. Por simplicidade,
pode-se considerar receptores fixos, sendo um em cada
ponto do grid de diferencas finitas, e um deslocamento da
fonte sismica, tiro a tiro.

Rotina_modelagem: (L6 e L15) resolve a modelagem
direta para cada tiro sobre o modelo de entrada (no
nosso caso o0 modelo de velocidades da onda
compressional), ou seja, 0s sismogramas (dado
calculado). Repare que, no primeiro lagco de tiro, é

utiizado o modelo m; enquanto que no segundo, é
utilizado o modelo m; ..

Célculo do residuo: (L7) calcula o residuo fazendo a
diferenca entre o dado observado e o dado calculado,
como mostrado na Figura 2 para um tiro préximo a borda
direita.

Dado Observado -_— Dado Calculado —_— Residuo

Figura 2. Exemplo de residuo

Célculos de E: (L8 e L16) a fungdo objetivo (Eqg. 1) é
calculada utilizando-se a norma L2 entre o dado de
entrada e o dado calculado. Lembrando que E quantifica
0 qudo distante o dado calculado estda do dado
observado. Através dessa analise podemos avaliar se o
modelo estd convergindo ou n&do para um modelo mais
perto do real, para decidir se o modelo deve ser
atualizado ou ndo (caso em que o passo € alterado).

Calcula grad: (L9) Na pratica, utiliza-se o método adjunto
para o célculo do gradiente de forma eficiente. O
gradiente é calculado através da correlagédo, em lag zero,
entre o campo de ondas propagado a partir da fonte
sismica e a propagacdo reversa no tempo do campo
residual a partir dos receptores. Na verdade, o processo
€ analogo a Migracdo Reversa no Tempo.

O gradiente com relagdo a velocidade € entdo obtido a
partir da correlacdo entre a derivada do campo de
pressdo e o campo reverso residual da seguinte forma:

OE 2 9%p!
oo~ iy o D O]

lag0

onde pD@,t), pPDt@,t) sdo os campos,
respectivamente, da modelagem direta, a partir da fonte
sismica, e o campo adjunto. O campo adjunto nada mais
€ do que a propagacao reversa do residuo entre o campo
observado e o modelado. Note que a correlagdo cruzada
com atraso nulo (lag zero) nada mais € do que um
produto escalar.

Calcula passo: (L11) O passo é um fator que escala o
gradiente a fim de atualizar coerentemente os valores do
modelo a ser minimizado. Existem formas mais eficientes
para encontrar o valor do passo inicial, nesse tutorial o
passo foi calculado da seguinte forma:

maxval

Q=——,
maxgrad
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sendo a 0 passo, maxval o valor maximo da atualizagdo
(escolhido pelo usuario) e maxgrad o valor maximo
absoluto do gradiente calculado. A Figura 3 ilustra a
influéncia do passo no gradiente.

Rotina Atualiza_mod: (L12) existem varios métodos que
fazem a atualizagdo do modelo através do uso do
gradiente e da hessiana (e.g., método de Newton, gradi-

@ ) ‘ b

Figura 3. (a) gradiente, (b) gradiente escalado pelo
passo, onde maxval foi escolhido como 50.

|

ente descendente, gradientes conjugados, etc.). Neste
tutorial € mostrado por simplicidade o método do
gradiente descendente. Esse método minimiza a fungdo
objetivo utilizando um esquema iterativo, onde em cada
iteracdo (laco de iteragdo, L3-23) se atualiza 0 modelo na
direcdo negativa do gradiente (direcdo de declive

maximo), utilizando a seguinte expressao:
Vi1 = vy — aVE(®y),

sendo v;,; 0 modelo de velocidade atualizado e v; 0
modelo a ser atualizado, a o0 passo e VE o gradiente da
funcao objetivo. A Figura 4 ilustra a atualizacao.

Vi1 = v; - aVE(v;)

o

Figura 4. Processo de atualizagdo das velocidades.

Avaliacdo da convergéncia: (L18-21) faz-se entdo uma
avaliacdo do valor da funcdo objetivo para v;,; (modelo
atualizado) e, se o valor for maior que para v; (modelo
anterior), divide-se o passo por 2 (backtracking) e refaz a
atualizacdo do modelo (L12) utilizando o novo passo.
Caso contrario mantém-se o modelo atualizado e passa
para a proxima iteragéo.

Utilizacdo da Pseudo-Hessiana

Uma solugdo para melhor escalar os parametros do
modelo é levando em consideragcdo a contribuicdo da
Hessiana. Carneiro et al., (2018) mostra que a escala do

gradiente € altamente dependente da escolha do modelo
de parametrizagdo e que o0 uso da pseudo-Hessiana
como precondicionamento torna as atualizagbes
independentes da escolha da parametrizagdo. Além de
escalar melhor os parametros, a pseudo-Hessiana
proposta por SHIN et al. (2001) traz um fator de
iluminacdo do modelo, discutido no seu artigo.

A aproximacdo da diagonal da pseudo-Hessiana
proposta por SHIN et al. (2001) é dada por,

fow = . [ aclrirel’

SEsrc T

onde £t é a fonte virtual e é dada, para o caso acustico
em velocidade, por:

virt — _a_L(p) = _ip
v ov v37’

L(p) é o operador direto para onda acustica. Consequen-
temente, a direcéo de atualizacéo é dada por:

2 "
- —yrh dtPTB p3 [ dept
HowVWE = 22— = _7T
(=33) b aepp = B dewp
Desta maneira a atualizagdo do modelo de velocidades e
escrita como:

v} [, dtp'p

Vi1=V;ta ,
2 ...
S, atpp

onde fT dt pp é o termo de autocorrelagdo do campo p.

Resultados

O algoritmo apresentado acima foi aplicado ao modelo
sintético Marmousi de 383x141 pontos, no qual se
aplicou uma camada de agua acima (Figura 5). Um
algoritmo utilizando o método de diferencas finitas foi
utilizado para gerar os dados observados (sintéticos).

Distancia (x10 m)
50 100 150 200 250 300 350

o

Profunddade (x10 m)

Figura 5. Modelo de velocidades Marmousi.

Neste exemplo, foram dados 19 tiros, ao longo do modelo
(espacamento entre tiros de 20 pontos). O campo de
pressao foi registrado em 383 receptores distribuidos ao
longo da direcdo horizontal do modelo.

A inversdo necessita do dado observado como entrada e
de um modelo inicial. O modelo inicial (Figura 6) foi
obtido suavizando o modelo verdadeiro (Figura 5). Essa
suavizagdo foi obtida utilizando a fungdo smooth2 do
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Seismic Unix (via minimos quadrados amortecido),
desenvolvido pela CWP da Colorado School of Mines.

A Tabela 1 contém os parametros de inverséo utilizados.
O resultado a seguir ilustra o modelo final devido a
inverséo (Figura 7).

Distancia (10 m)
0 50 100 150 200

3

£
:
i

80

Vebcidade (ms)

g

Figura 6. Modelo de velocidades inicial para inverséo.
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140-

Figura 7. Resultado do modelo estimado pela inverséao.

Tabela 1. Pardmetros de modelagem e inversdo

Dimensoes do modelo de velocidades | 383x141 pontos
Espacamento da malha 10 metros
passos de tempo 1 ms
Numero total de passos de tempo 3000
Frequéncia inicial 3 Hz
Frequéncia final 30 Hz
Intervalo das frequéncias 3 Hz
Niumero total de tiros 19
Espagamento entre tiros 20 metros
Numero de receptores 383
Espagamento entre receptores 1 ponto

Visualmente, pode-se perceber claramente a melhora da
qualidade da imagem final quando utilizada a pseudo-
Hessiana (Figura 8). Pode-se também avaliar os
resultados através do comportamento de perfis de
velocidades entre o modelo verdadeiro e os modelos
estimados pela inversdo. A Figura 9 mostra o gréfico de
comparacdes de perfis extraidos dos modelos na posicao
horizontal de 2500 metros.

Conclusodes

Neste trabalho, apresentou-se um tutorial basico da
inversdo do campo de onda completo. Um exemplo
utilizando o modelo Marmousi foi apresentado, com e
sem a utilizacdo da pseudo-Hessiana. O resultado da
inversdo FWI, baseado no algoritmo apresentado, se

mostrou bastante satisfatério, sendo o exemplo que
utiliza a diagonal da pseudo-Hessiana claramente
superior. Neste caso, houve uma melhora significativa na
iluminacé@o do modelo em profundidades mais altas.

Distancia (x10 m)
200

50 100 150 2% 300 3%

8

[

3

7’

-]

Protundidade (x10 m)

g

120

140

Figura 8. Resultado do modelo estimado com utiliza¢do
da diagonal da pseudo-Hessiana.
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Figura 9. Perfis de velocidade.
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