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Abstract

The simulation of wavefield propagation in anisotropic
media is essential to produce subsurface images.
Low-rank approximation allows one to obtain a
numerical approximation of wavefield evolution
operator that honors the kinematics and approximates
amplitudes in heterogeneous anisotropic media.
Here we discuss our implementation of low-rank
approximation for anisotropic wave propagation in 2D
and 3D. The main feature of our investigation is the
use of row action methods to considerably reduce
storage when computing the low-rank matrix. We
validate our implementation in 2D and 3D for TTI and
tilted orthorhombic media.

Introducao

O sucesso da exploragao sismica depende da capacidade
de se construir imagens da sub-superficie a partir de
registros do campo. A construgdo destas imagens em
meios anisotrépicos apresenta desafios adicionais, em
funcdo do alto custo computacional para se simular a
propagagao de ondas em meios elasticos. Para remediar
esta limitacdo, aproximagdes pseudo-acUsticas tém sido
propostas para simular a propagac¢do apenas de ondas
gP a um custo computacional duas ordens de magnitude
menor que o calculo da solugdo exata do campo de
onda de ondas P e S elasticos (Alkhalifah, 1998).
Porém, a equacdo de pseudo-acustica apesar de simular
corretamente a cinematica da propagacédo de ondas gP
gera também eventos espurios, que sdo fragmentos das
ondas S. Estes eventos podem interferir na construgéo de
imagens da subsuperficie, assim sendo, varios algoritmos
tém sido propostos para eliminar a presenca desses
fragmentos (Fletcher et al., 2009; Schleicher and Costa,
2016). Neste resumo usamos equagbes de ondas
pseudo-acusticas para simular o campo de onda gP em
modelos com anisotropia e heterogeneidade, resolvendo
o problema de solucionar a equagao elastica. Esta
abordagem utiliza aproximagdes de baixo-posto (Song,
2001) para representar a evolugdo do campo de onda qP
em um intervalo de tempo arbitrariamente pequeno (Chen
and Liu, 2004). Esta abordagem de Chen and Liu (2004)
foi estendida posteriormente para meios anisotropicos

(Etgen and Brandsberg-Dahl, 2009; Fomel et al., 2013).
Em meios anisotrépicos estas representagdes integrais
utilizam aproximagdes assintéticas para representar o
campo de onda qP e utilizam apenas a equagao
iconal (Cerveny, 2005) para determinar o operador de
extrapolagdo do campo.

Metodologia
Operador de extrapolagao
Seja a equacgao de onda acustica-escalar

1 3%p(x,1)

2 —
VPt = 55 e

=0 (1)

conhecendo-se o campo pseudo-acustico em um instante
to em todo o dominio espacial, calcula-se sua transformada
de Fourier usando

i) = s [ plxije < @

sendo sintetizado em um instante de tempo futuro 7y + Az
com a transformada de Fourier inversa

plxito +40) = [ plktg)e® KN dk 3)

O operador de fase ¢ € encontrado quando a equacéo
(3) é substituida na equagao de onda acustico-escalar (1),
obtendo-se

o (x,k,Ar) ~ k-x+v(x,K)|K|A7 + ... (4)

Como se pode ver, o operado de fase é fungdo da
velocidade de fase do meio, sendo esta a condigéo
necessaria para extrapolar a equagdo (3) em meios
anisotrépicos (Etgen and Brandsberg-Dahl, 2009).

Velocidades de fase

Nosso trabalho envolve a modelagem do campo
compressional pseudo-acustico usando a expressao
(3) para atualizar os campos em meios anisotrépicos
TTI e ortorrdbmbico. Para calcular as velocidade de fase
desses dois meios, usamos a expressao mostrado por
Schoenberg and de Hoop (2000) para meios Tl, que pode
ser escrita para meios TTI por

H(s) =V — (a1 (8-8— (8-v)*) +az3(8- V)" )V + (anas3
—(a13+2as5)*) (38— (3-v)})(3-v)> =0,
(5)

em que ayy = Cyy/p indicam os parametros elasticos
normalizados pela densidade (Musgrave, 1970; Cerveny,
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2005), v é o vetor unitario na diregdo do eixo de simetria
e § & o vetor unitario que indica a diregdo do vetor
vagarosidade. Considerando a aproximagao pseudo-
aculstica (Alkhalifah, 1998) em que ass — 0 mantendo-
se fixa a soma a3 +2ass e utilizando os parametros
de Thomsen (Thomsen, 1986), pode-se reescrever a
expressao para a velocidade de fase na forma:

H(s) =V = (Ce(8-5— (8- v)2) +Co(8-v)2)V2 +Cy(Ce — Cs)

$-(6-v)))E-v)P=0

>

em que Cy = az3 indica 0 quadrado da velocidade de
propagagao ao longo do eixo de simetria, C¢ = Cy(1+2¢) e
Cs =Cy(1426); € e 8 indicam os parametros de Thomsen.
A equagdo (6) € a expressdo usada para calcular a
velocidade de fase para qualquer dire¢cédo de propagagao
em um meio TTI com eixo de simetria na diregéo v. Para o
meio ortorrdmbico fizemos uso de uma generalizagéo da
equacgdo proposta por Schoenberg and de Hoop (2000)
para meios ortorrombicos. A expressao fica

1

H(x,8) EE[V4 —(a11(8-v1)* +an(s-va)? +ax(3-vs)H)V?2
+ (a1a33 — (a13 +2as5)?) (8- v1)2 (8- v3)?
+ (a22a33 — (a23 +2a44)*) (8- v2)* (8- v3)?
+(anazn — (a12+2a66)*) (8- v1)* (8- v2)?] =0

v; sd0 os vetores ortonormais que determinam a
orientacdo dos planos de simetria.  Introduzindo os
parametros de anisotropia:

e =" 0 ®)
as3
en =2 ©)
as3
(a13+ass)* — (az3 —ass)*
O3 = (10)
2a33(a33 — ass)
(23 +ass)* — (a33 — as)?
&3 = (11)
2a33(az3 — agq)
aip +a 2 (ay] —agg)?
S = (a12 +ae6)” — (a11 — de6) (12)
2ay(ar1 — aes)
"= (13)
p= —“63;4:’44 (14)

Observando que no limite pseudo-acustico em que ayg, ass
eags — 0
aty ~ az3(1+2813) (15)

a3y ~ a33(1+2853) (16)

aiy ~af; (1+281) = a33(1+2e11)*(14+28;)  (17)

substituindo (15), (16) e (17) em (7) e considerando
anisotropia fraca, temos uma nova expressao para (7), que
é

H(x%,5) E%{v“ —Col(14261) (- v1 2+ (14 26)(3-v2)?
+(8-v3)?)V2+2Co (&1 — 813)(3- V1) (8- v3)?
+2Co (e — 83) (8 v2)* (8- v3)*

+2Co (€22 — €11 — 812)(8-v1)* (8- v2)*]} =0
(18)

sendo esta a expressdo usada para calcular a velocidade
de fase em meios ortorrémbicos.

Introdugdo a matriz de extrapolagdo e sua aproximagdo de
baixo-posto

A avaliagdo numérica do operador de extrapolagdo (3)
na forma de quadratura em cada iteragdo pode ser
representada pelo produto

Pt + A1) = Ak Aky Y Wy P (1) €70 (19)

m

em que Ak, é o intervalo de amostragem uniforme ao
longo da m—ésima componente do vetor ndmero de
onda, o arranjo p,(t) = p(x,,f) contém o campo de onda
amostrado uniformemente no dominio do espago, P,(t) =
P(k;,t) contém a amostragem uniforme do campo de
onda no dominio de Fourier e W, ,, contém a discretiza¢ao
do nucleo do operador de evolugdo, o qual também é
chamada de matriz de extrapolagédo. Para este ultimo,

Wy = €V (k) lken [ A (20)

e seu armazenamento, mesmo para modelos em 2D, é
proibitivo computacionalmente. A aproximagao de baixo-
posto é utilizada para fatorar W, , na forma

vvn,m ~ ZZ Unn LN,M VM,m (21 )
N M

emque N <<neM <<m. U eV sdo matrizes ortogonais
que sdo obtidas a partir do algoritmo de decomposigao
QR e a construgdo acima sugere que L é uma matriz
de baixo-posto. Abaixo discutiremos o algoritmo utilizado
para calcular esta aproximacgao.

A partir dessa decomposicdo, pode ser obtida a evolugdo
do campo na malha de discretizagdo, a qual pode ser
escrita na forma

pu(t+Ar) = ZUn,N ZLNAM Ak Ak ZVMvm P (1) ekn X
N M m

(22)
A soma evidenciada entre colchetes na equagédo acima
representa uma transformada inversa de Fourier e pode
ser calculada de forma eficiente com algoritmo de
transformada de Fourier réapida (FFT) (Press, 2007).
Portanto, a avaliagdo do campo p,(r + Ar) requer o célculo
de M transformadas de Fourier. Observando que P, (t) é a
transformada de Fourier do campo de onda p,(¢), ou seja,

1 .
by = WAXIA)Q;Pq([)eﬂkm'X” ) (23)
a cada iteragéo é necessario o computar (M +1) FFTs. O
algoritmo para modelagem sismica usando a aproximacao
de baixo-posto consiste na aplicacdo sucessiva da
equagao (22) durante o intervalo de tempo total em que
se deseja simular a propagacao do campo de onda.
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Calculo da matriz de baixo posto

Para realizar a decomposicao baixo-posto (21) e calcular
a matriz de baixo-posto L, usamos a decomposicdo QR
(Golub and Van Loan, 2012), vinculado a técnica de
reconstrugao algébrica (ART) Kaczmarz.

Dada uma matriz complexa A = [A, ], comn e {1,...,n;}
m € {1,...,m.}, sua aproximagao de baixo posto & definida
pela fatoracéo

A; =ULVH (24)

na qual H indica o conjugado da matriz transposta, as
colunas de U,y, € Vi, S80 ortonormais, Ly y pPOSSUi
posto completo igual ao minM.,N;, M € {1,...,.M.} e N €
{1,...,N;}; tal que M¢,N; << me,n; € |A—AL| <e.

O caélculo numérico da aproximagdo de A consiste
primeiramente em determinar as matrizes U e V. Para
calcular essas duas matrizes usou-se a decomposi¢ao
aplicada sequencialmente ao seu espago coluna e ao
espago linha.

Utilizamos o algoritmo descrito por Fomel et al. (2013)
para determinar M. e N;. O algoritmo inicia com uma
amostragem aleat6ria de M colunas de A. Em geral M =
3M.. Neste momento M, é o posto esperado para o0 espago
coluna de A, coincidente com o posto de U. Em nossos
experimentos numéricos este valor foi tomado como 25. O
posto minimo, M, é estimado observando o valor absoluto
dos pivots durante a decomposigao QR. Se a razéo entre o
maior pivot e o menor for menor que 10~ a decomposicdo
QR ¢ interrompida e o valor de M, é igual ao nimero de
pivots computados imediatamente antes que o critério de
parada seja satisfeito. Terminado estas iteragées obtemos
a seguinte aproximagao para matriz A

Ac=UR. (25)

em que U, coincide com as M, primeiras colunas da matriz
Q. Um procedimento semelhante ¢ aplicado a A o que
resulta na aproximagao

Al = VIR (26)

em que V¥ coincide com as N, primeiras colunas da matriz
Q.

Determinadas as representac¢des de baixo-posto para os
geradores do espaco coluna e do espago linha U e V de
A, resta apenas determinar a matriz de baixo-posto L na
aproximacao indicada na equacgéo (24).

Para reduzir o custo de armazenamento para se computar
a matrix L utilizamos o algoritmo de Kaczmarz (Kaczmarz,
1993). Este algoritmo tem usado para solugéo de sistemas
lineares esparsos e de grande porte. Em cada iteragédo a
matriz L é atualizada a partir de um Unico valor amostrado
aleatoriamente de A, ,,. Em cada iteragcdo é efetuada o
seguinte problema de projegao:

argmin{Lk}% (Lk . >H (Lk — Lk_]> (27)
com
Aij= ZZU',mLkm,nV:.j' (28)
m n

na qual = representa o complexo conjugado.

A fungdo Lagrangeana associada a este problema é

k k k—1
"g P q? ZZ - Lm n1 (Lm n Lm N )
(29)
+A7j (Am‘ —ZZUAmLIfn,an.J) ~
m n

Os pontos extremos sao dados pela condigao

<L
aLk ,

= (Lhg—1Lhy) — A UipVaj=0  (30)

O que resulta na seguinte expressdo para o0s
multiplicadores de Lagrange:

Aij =L LnUimLh Vi

hij= (T ViU, ) (ZaViiVis)

(31)

€ na expressao para atualizagdo da matriz:

k k—1
Lpg=Lpg + Aij UiTpVQ-j (32)

Com o resultado da equagdo acima, podemos determinar
a matriz de baixo-posto de uma matriz A complexa.
Aplicamos esta técnica na matriz de extrapolagdo e
fizemos as modelagens que se serdo mostradas na
proxima segdo. O posto da matriz de baixo-posto é
indicado em cada resultado numérico.

Resultados
Meio TTI

No primeiro teste numérico, a velocidade em relagdo ao
eixo vertical, os parametros de Thomsen e os angulos do
eixo de simetria TT| em relagéo a vertical sdo mostrados
pela Figuras (1a), (1b), (1c) e (1d), respectivamente. Para
este modelo o posto estimado foi de M =15 e N =15
para um um operador de extrapolagdo com intervalo de
evolugdo de 1 ms.

A Figura (2) mostra o campo de onda imediatamente
antes da frente de onda atingir o bloco de alta velocidade.
Considerando que as propriedades fisicas do meio
encaixante variam apenas verticalmente, a complexidade
da geometria desta frente de onda se deve a anisotropia
e a variagdo lateral do eixo de simetria. A Figura (3)
apresenta o campo de onda apos a frente de onda atingir
o bloco. Os eventos mais relevantes sao a reflexdo no topo
do bloco e as difragdes nos vértices do bloco. Nota-se o
carater fortemente assimétrico do campo refletido, o que
reitera que o uso modelos anisotrépicos é indispensavel
para o correto posicionamento dos eventos nas imagens
sismicas quando o meio apresenta anisotropia. A
simulagao da propagagdo exclusivamente de ondas qP
neste modelo usando algoritmos para solu¢do da equagao
pseudo-acustica (Alkhalifah, 1998) produziria instabilidade
(Fletcher et al., 2009).
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Figura 2: Snapshot do campo de onda P propagado no
modelo do bloco.
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Figura 3: Snapshot do campo de onda gP propagado no
modelo do bloco.

No segundo teste numérico, a velocidade em relagdo ao
eixo vertical, o parAmetros de Thomsen e os angulos do

eixo de simetria TTl em relagéo a vertical sdo mostrados
pelas Figuras (4a), (4b), (4c) e (4d), respectivamente. Para
este modelo o posto estimado foi de M =11 e N =11
para um um operador de extrapolagdo com intervalo de
evolugdo de 1,333333 m.

Este modelo foi construido pela empresa Britsh Petroleum
(Billette and Brandsberg-Dahl, 2005) e divulgado para
servir de benchmark na avaliagdo de algoritmos de
modelagem e imageamento na presenga de anisotropia.
O modelo representa uma regido estruturalmente
complexa devido as deformagdes produzidas nos
estratos sedimentares produzidas por tectbnica salina.
Adicionalmente ha forte anisotropia em algumas camadas,
especificamente, na camada sobrejacente a camada de
sal.

O resultado da simulagdo numérica para os instantaneos
do campo de onda gP esta apresentado nas Figuras (9) e
(10). A complexidade do campo de onda visto nesta figura
€ decorrente do espalhamento multiplo sofrido pelo campo
de onda. Este efeito é bem pronunciado no diapiro, que
produz reflexdes mudltiplas e difragdes. Em consequéncia
ha uma marcante variagdo na iluminacdo produzida pelo
campo de onda P em subsuperficie. A Figura (9) mostra
a variagao de iluminagéo entre as regides a esquerda e
a direita do domo salino. A Figura (10) que apresenta o
campo de onda em um instante posterior mostra o efeito
das reverberagdes sofridas pelo campo de onda dentro do
corpo de sal. A presenga de forte variagdo na iluminagao
sismica e o espalhamento multiplo do campo de onda pelo
diapiro sdo as duas principais causas para a perda de
qualidade nas imagens sismicas nas regides sub-sal.

(a)

Dlstance (km

—

E
Y
f—
<
-

o

[
a

Figura 4: Modelo de sal BP. Velocidade de propagacao ao
longo do eixo de simetria em km/s.

(b)
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Figura 5: Parametro € de Thomsen.

Meio ortorrémbico

Para o terceiro teste foi considerado o meio ortorrdmbico
homogéneo com os parametros de anisotropia dados por
€1 = 0.24, &y = 0.24, 613 = 0.1, 523 = 0.1, 612 =0.1e
Co =4 km?/s*>. A direcdo dos eixos de orientagéo foram
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Figura 7: Inclinagédo do eixo de simetria em graus.
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Figura 9: Snapshot da modelagem no modelo da BP.
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Figura 10: Snapshot da modelagem no modelo da BP.

v; =11,0,0], v, = [0,1,0] e v3 =[0,0,1]. O resultado obtido
pode ser visto na Figura (11). Para este modelo o posto
estimado foide M =2e N =2.

O préximo resultado € um snapshot da modelagem em um
bloco com duas camadas homogéneas com propriedades
anisotropicas diferentes. A camada superior possui como
parémetros €11 =& =0.1, 512 = 513 = 523 =0.1e C =
2km?/s?, e a camada inferior ] = &) = 0.2, 8;p = &3 =
83 =02 e Cy = 4km?/s>. A orientagdo dos planos
especulares na primeira camada foi v; = [1,0,0], v, =
[0,1,0] e v{ =[0,0,1] e da segunda camada v; = [1,0,0],
v, = [0,1,0] €] v3 = [0,—0.707,0.707].
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Figura 11: Snapshot do campo de onda em um meio

homogéneo anisotrdpico ortorrémbico. A fonte sismica foi

colocada exatamento no meio bloco na posi¢do x = 1.3 km,

x=10kmey=1.7km.
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Figura 12: Snapshot da modelagem em um meio
heterogéneo. Esse meio é formado por duas camadas
anisotrépicas homogéneas. Foi feita uma rotagdo em torno
do eixo v| de 45 graus na camada inferior. A fonte sismica
foi colocada exatamento no meio bloco na posicdo x = 1.3
km,x=10kmey=1.7 km.

Conclusoes

Apresentamos uma implementagdo do método low-rank
com custo de armazenamento reduzido durante o calculo
iterativo da matrix de baixo posto. Adicionalmente, nossos
experimentos numéricos indicam que o algoritmo de
Kaczmarz tem um custo computacional bastante reduzido
quando comparado com o custo da decomposigdo QR.
Finalmente, os instantdneos dos campos de ondas
simulados nos meios TTl e ortorrdmbicos mostram a
robustez e acuracia do algoritmo de baixo-posto para
simulacdo da propagacdo de ondas P em meios
anisotropicos heterogéneos.
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