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Resumo

A eficiéncia na modelagem numeérica de perfis nucleares de pogos esbarra na obtengdo de uma equagio ideal
aos objetivos propostos. A equacao de difusdo mais simples empregada origina-se da aplicagdo da Lei de
Fick na redugdo da equagado de transporte de Boltzmann (BTE). Ela, no entanto, n3o permite obter
explicitamente os parametros fisicos envolvidos, principalmente o coeficiente de difusdo e as segdes de
transicao entre grupos. Neste trabalho, é zpresentada uma forma alternativa de reduzir a BTE ao mesmo
tempo em que permite obier de forma mutematicamente explicita os diversos parametros envolvidos. A
equagao de difusao é obtida como uma aproximagao Pj_. da equagao de transporte de Boltzmann no espago

de fase onde as variaveis direcio, fonte e fluxo angular sdo expandidas em harménicos esféricos através dos
polindbmios ortogonais de Legendre. Também é apresentada a decomposigio espectral da BTE para um
sistema fisicamente mais simples, denominado aproximagéo de difusdo para multigrupos de energia. Como
resultado, percebe-se que a forma final obtida é bastante eficiente no que se refere a modelagem numérica de
perfis nucleares de pocgo.

INTRODUGAO

A equacao de transporte de Boltzmann (BTE), no espago de fase, para um meio heterogéneo e sem multiplicagéo é
dada pela seguinte equacgao integro-diferencial:

Q- V¥(r,E,Q) + I (LEM(LEQ) = || No(r)oy (@ B, E)W(r, E, )B4 + S(r, E,Q), (1)

SZ
onde € é o vetor unitario diregao, S(r,E,()) é a fonte externa, T é o vetor espaciall, E a energia e W(r,E,Q) é o
fluxo diferencial ou angular (Barry and Pollard, 1882). A secdo de choque total macroscopica é dada por
2.(r,E) =N,(r)o,(E)+ Ng(r)o.(E), onde N, (r) e N (r) s&o as densidades de materiais absorvedores e
espalhadores das formagdes. O parametro Ga(E) € a secao de choque microscopica para ambas as absorgdes
fotoeletrica e Compton. O parametro O, (E) é a secao de choque microscopica para o espalhamento Compton. A
sec&o de choque microscopica diferencial, 0, (£2- ¥ E,E’), mede a probabilidade de transic&o do foton da direcéo
(Y para a diregéo ) e da energia E’ para a energia E .

Infelizmente a equagdo (1) s6 € Iidealmente resolvida pelo método Monte Carlo, tornando o calculo
computacionalmente ineficiente. Portanto, a fim de se obter uma solug&o eficiente e rapida, a equacao (1) deve ser

reduzida pela aproximagao P,, onde o fluxo angular e a fonte sdo expandidas em harménicos esféricos através dos
polinémios ortogonais de Legendre.

REDUGAO DA BTE

A reducgéo da equagdo (1) consiste basicamente em expandir a(s) fonte(s) e o fluxo angular em harménicos esféricos
de |1 = cosB, onde B & o angulo entre a dire¢ao arbitraria () e a direcao principal T (Figura 1). Como o fluxo escalar
monoenergético (excluiremos a partir daqui o termo energia, E, para simplificagio) é por definicao

D(r) = J Y(r,Q)d, ()
Q
e de forma idéntica a fonte escalar, a expansdo de ambos sera

27 +1

2 D,(r)P, (1), (3a)

W(r,u) =2,
£=0




20 +1
S(r.u) = 27—, (1) P, (1). (30)
£=0

onde @, (r) e S,(r) s&o o fluxo escalar e a fonte, respectivamente, e P,(11) ¢ o polinémio de Legendre. Dada a
invariancia rotacional em (0 ‘das distribuicbes da fonte e fluxo, tem-se

Q- VY¥(r,p) =€ V¥(r,p)|cosd = uV¥(r,p). (4)
Dessa forma, '
dQ = — d (0] d9 (5)

Inserindo as equagdes (4) e (5) em (1), tem-se

RV )+ 2 (0% = [ N ¥ ) dwd o+ S(r,) ®

A sec&o de choque diferencial microscépica, O (L, L"), € também expandida em harménicos de L, = COsa., onde
QL é o angulo entre as dire¢gdes de incidéncia e espalhamento (Figura 1). Esta secdo sera

— 2/ +1
Cs(uo): Z
£=0

> c,P,(1,) para —=1<p, <1, (7)

onde

1
o, = f ,Os (Ho) Py (1o )dt, . 8)

A fim de explicitar L, em fungdo de W, faz-se uso do teorema de adigdo dos polindmios ortogonais de Legendre
(Luke, 1969)

=20 +1 2 (- m)!
(1) = g—;—% P, (W) P, (W) + ZZZﬁP;m(u) P (1) cosm(o - ¢). (9)

£=0 m=1

e que substituida na equacao (6) resulta em

~20+1 1
WVH(r, ) + 2 (0)¥(r,p) = [Z—Z—Ns(r)cf Pg(u)[ P (), ) dw + S(r, w). (10)

que ¢ conhecida como aproximagéo P, da BTE. Ao multiplicar cada lado da equagéo (10) pelo harménico P_ (1), e
integrar de -1 a +1, obtém-se uma série de n+ 1 equagdes diferenciais de primeira ordem.

APROXIMAGAO P,

Na aproximag&o P1 assume-se que a contribuicdo dos termos de segunda ordem da expans&o s&o despreziveis
(Etherington, 1958). Inicialmente, nota-se que as propriedades de ortogonalidade dos polindmios de Legendre P, nao
permitem uma relacao aceitavel se inserirmos as equacdes (3a) e (3b) diretamente em (10) devido ao fator [L no

primeiro termo (Nowosad, 1978). No entanto, podemos usar como alternativa a condi¢ao adicional de ortogonalidade
a seguir (Luke, 1969)

0 se /#n+1

1

fﬁluP.,(u)Pg(u)du: (11)
n+1 2
2n+12(n+1)+1

se /=n+1.

Se multiplicarmos a equagao (10) por P,, n=0, 1 e integrar a equagdo resultante de -1 a +1, obtemos o seguinte
sistema de equacgdes diferenciais:



V(1) + Zp(1)@y (1) = Ny (),®y(r) + 8, (r) para n =0, (12a)
V(flng(u)‘P(r,u)du) = Ns(r)o,®,(r)+ S,(r) paran=1. (12b)

1
A invariancia da fonte externa, S(r,Q) = S(r,—(), faz com que G, = J:lcs(uo)duo =0, e dessa forma
1
5,0 = usrwdn
Inserindo a equagdo(11) nas equagdes (12a) e (12b) tem-se o novo sistema

VO, (1) + Z, (r)D,(r) = Sy(r) onde I, (r)=Z (r)—N(r)o, (13a)
V,(r) - 3[Z,(r) - N4 (r)o, |®,(r) = 0. (13b)

que podem ser combinadas em uma equagéo simples para a componente isotrépica do fluxo CDO (r). A eliminagéo de
@, (r) das equagdes (13a) and (13b) resulta na aproximag&o de difuséo da BTE original

V- [Dr)VE, (r)] - =, (1)@, (r) + S, (r) = 0, (14)

onde S, (r)é a densidade total de fétons tendo a mesma energia que @, (r), mas produzidas por fontes externas e

-1
o parametro D(r) = {3[ZT (r)— N (r)cl]} é o coeficiente de difus&@o na forma explicita.
EQUAGAO DE DIFUSAO PARA MULTIGRUPOS

Suponhamos agora que as energias dos raios gama estdo distribuidas em um numero finito de grupos de energia.
Para descrever esta distribuic&o, o intervalo total de energias [Eo, Eg) é dividido em G sub-intervalos Ig = [Eg.4, Eg],
parag=1,2 .., G etal que Eo > Ey > E2 > ... >Eg e max|Eg1 - Eg] — 0 quando G — 0. A equagéo para
multigrupos determina solugbes aproximadas Q)g (r) para o fluxo escalar integrado em cada sub-intervalo de energia
lg, resultando em

-V. [Dg(r)VCDg(r)] + (N, (r) =S, (r) + Zbgg,(r)d)g,(r), (15)

onde o ultimo termo corresponde aos termos da integral da equagao (1) envolvendo (I)g (r) e que foram incorporados

a fonte externa Sg (r) como elemento de transicdo entre os grupos, conforme mostra a Figura 2. Na forma do

operador linear L, = -V - [Dg (r)V] + X, (r), dado como elementos da matriz diagonal L, e fazendo de ®,s e B

os vetores fluxo escalar, fonte externa e matriz de transicéo, respectivamente, a equagéo de difusdo é reduzida ao
sistema de equagdes lineares L® = B®+ s ou na forma matricial:

(L, Yo, ] (0 0o - 0
Lo ol b 0 oo

Yo,

| o |

. = : : : | : |
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Neste trabalho, foi apresentado um método matematicamente eficiente para reduzir a equagdo de tranporte de
Boltzmann (BTE) a um estado em que o fluxo depende apenas das variaveis espaciais e das propriedades fisicas do
meio. O sistema de difusdo para multigrupos resultou em aproximagdes simples da equagao de difusdo e os
parametros fisicos, além de poderem ser considerados constantes dentro de cada grupo do modelo fisico, sem
incorrer a erros apreciaveis, foram obtidos de forma explicita, o que permite suas utilizagdes nas solugdes numéricas
de perfis nucleares de pocos.

CONCLUSOES
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Figura 1 - Relagdes angulares para o espalhamento de fétons.
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Figura 2 - Esquema de transi¢ao de fétons entre grupos-de energia.
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