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ABSTRACT

Acoustical imaging has a wide range of applications,
like medical tomography, non-destructive testing and
exploration geophysics among others. In geophysics,
one application of acoustical imaging is seismic to-
mography, either ray tomography or diffraction tomo-
graphy. Inverse problems are in practice ill-posed, in
special, in seismic tomography when one has the so-
called limited view angle problem. Thus, several me-
thods have been proposed, like regularization techni-
gues, and used in inverse problems in order to com-
pensate the lack of information. In this work we use
regularization as an auxiliar inverse procedure in geo-
physical diffraction tomography. Within the framework
of scattering theory, we employ the first Born approxi-
mation, in the acoustic case to calculate the scattered
field. The inverse problem is to recover the unknown
object function from the known scattered field. Some
attention is given to the selection of the regularization
parameter A where a new procedure, based on the L
curve is suggested, what we call L modulus.

INTRODUCAO

Os sistemas fisicos sao descritos por parametros in-
trinsecos. No chamado procedimento direto calcula-
mos as medidas a partir de parametros conhecidos
(causa — efeito). Ja no procedimento inverso calcu-
lamos os parametros a partir da observacao de medi-
das (efeito — causa). A relacdo matematica, para o
caso linear € dada por d = Hm, onde d € o vetor de
parametros de dados (M componentes), m € 0 vetor
de parametros de modelo (N componentes), e a ma-
triz H de dimensdo M x N relaciona os dois vetores.
No caso ideal, obtemos m®** invertendo H:

m®? = H1d.

Porém na pratica H ndo é quadrada e & geralmente
singular, isto &, |H| = 0, de forma que para resolver o
problema usamos o método da regularizacgao.

O imageamento acUstico &€ amplamente aplicado
em problemas inversos, tais como geofisica de
exploragdo, tomografia médica, testes nao destrutivos,
etc. Os problemas inversos sdo mal-postos em sua
grande maioria, portanto para a sua solugdo torna-
se necessario uma regularizacdo. Nesse trabalho

realizamos um experimento numérico em tomogra-
fia geofisica de difracdo, caso aclstico bidimensio-
nal usando aproximacao de Born, com uma geome-
tria de aquisicdo pogo-a-poco. A natureza mal-posta
do problema é saneada através de regularizac@o por
matrizes de derivadas. Apresentamos uma simulacao
numérica onde é dada certa atencdo para a selecao
do fator de regularizacao A. Uma abordagem eficien-
te &€ a selecao de )\ através da curva RMS do erro
de m®** em relacdo a m, que no entanto somente &
possivel em exemplos sintéticos. A curva L (Hansen,
1992) foi empregada num exemplo sintético, além de
um outro critério baseado nessa mesma curva que foi
chamado de modulo L por Sa (1996).

TOMOGRAFIA GEOFISICA DE DIFRAGAO

A equacdo da onda para o caso bidimensional &
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sendo U(r,t) a solucdo da equacéo e c¢ a velocidade
do meio. Considerando que a solugcdo possa ser es-
crita como U(r,w,t) = e"** P(r,w), 0 que representa
uma dependéncia harménica com o tempo, obtemos
a equacao de Helmholtz

(V2 + k3 P(r,w) =0,

onde o nimero de onda € k = k(r,w) = 4 /k2 + k2.
As condicOes consideradas para imageamento sdo: o
meio é acustico 2-D, e a propagacdo do campo inci-
dente se da com com velocidade constante Cy (ba-
ckground), numa area delimitada por A(r), com con-
traste de velocidade em relacado a velocidade do meio.
Dessa forma a fungéo objeto € definida como

&

C3(r)’

e representa a perturbacéo da velocidade em relagédo
a Co em cada ponto. Redefinindo o nUmero de onda
como funcéo de O(r), temos que

k2(r) = kg — kgO(r),

Or)=1

e substituindo na equacao de Helmholtz, obtemos

[V2 + k%] Ps = k3O(r)[Po + Ps],
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onde P, € o0 campo incidente, e Ps € o campo espa-
Ihado. Note que se ndo houver perturbacdes no ba-
ckground, O(r) = 0 e portanto o campo espalhado é
nulo (Ps = 0).

A (ltima equacgdo diferencial, tem a seguinte
solucdo integral, chamada de equagéo de Lippmann-
Schwinger:

Ps(r) = —kj /A( ) O(r)G(r|r")[Po(r’) + Ps(xr’)]dr’.

Note-se a nao linearidade do integrando visto que
o campo espalhado depende da funcdo objeto.
A linearizacdo do problema é feita através da
aproximacdo de Born de primeira ordem e é valida
para um espalhamento fraco do campo primario. Sen-
do o campo total Pr(r) = Po(r) + Ps(r) e Ps(r) <<
Py(r), temos:
PT (I‘) = Po (I‘)

Obtemos assim uma relagao linear entre o objeto ima-
geado O(r) e o campo espalhado Ps(r):

Ps(r) = —kj /A( ) O(r)G(r|r") Po(x")dr'.

Representaremos o campo primario gerado por uma
fonte em rg através da funcdo de Green

Po(r') = G(x'[rs),

e o campo espalhado em A(r) é registrado por um
receptor situado em rg

Ps(rs,rg) = —ké/ O(rYG(x'|rs)G(rg|r’)dr’.

A(r’)

A discretizacdo dessa relacdo conduz a equacdo ma-
tricial d = Hm, que devera ser invertida para a
obtencdo de O(r) representado por m (Rocha Filho,
1997; Rocha Filho et al., 1996).

REGULARIZAG AO

Devido ao fato do problema inverso ser mal-posto faz-
se necessario aplicar algum método de regularizacao.
Aplicamos a técnica de regularizacdo onde sao mini-
mizados a derivada dos parametros de modelo, pa-
ra reduzir a flutuacdo dos dados devido a erros in-
troduzidos pela instabilidade do método de inversao,
aproximando o modelo estimado do modelo real. Es-
sa técnica tem sido bastante utilizada na inversdo de
dados geofisicos; apenas para citar alguns trabalhos
poderiamos mencionar Medeiros and Silva (1996) que
usaram regularizacao na inversao de dados de gravi-
metria, e Bassrei and Rodi (1993), que empregaram a
mesma técnica em tomografia de tempos de transito.

Considere a fungao objetivo (Twomey, 1963):

®(m) = )\(Dlm)T(Dlm) +eTe,

onde )\ é o fator de regularizacdo e D, &€ a matriz de
derivada de ordem [. Fazendo 0®(m)/dm = 0, o mo-
delo pode ser estimado por

m®* = (HTH + A\DI D,)~*G"d.

Note que se A = 0 temos 0 método dos minimos qua-
drados classico. E se DT D, = I obtem-se minimos
guadrados amortecidos.

A escolha do parametro A 6timo consiste na parte cru-
cial deste método. O X 6timo regulariza a inversao,
dando um modelo consistente com os dados obser-
vados, dentro de uma faixa aceitavel de erro. Pode-
mos analisar o erro médio quadratico (RMS) para os
parametros de dado e paramteros de modelos dados
respectivamente por

M

1
RMSs=,|— ) (d¢b —dg)?,
4 M;ﬂ:( ; )
e
LN
RMS,, = N E (mreal — mgst)2,

i=1

A curva L (Hansen, 1992) é um grafico paramétrico
onde no eixo das abcissas tem-se o modulo do ve-
tor dos erros nos dados estimados (e), e no eixo
das ordenadas o modulo do vetor das derivadas dos
pardmetros de modelo estimados (D;m). Cada pon-
to da curva é resultado de um modelo resultante de
um determinado A. Trata-se pois de um balancea-
mento entre e e D;m. O melhor modelo é a situacao
de equilibrio entre as influéncias destas dimensoes, e
ocorre na regiao onde a curvatura & maxima, também
chamada de joelho da curva.

O modulo L, foi sugerido por Sa (1996), e € baseado
na curva L, onde pode-se ver que o joelho da curva
apresenta menor distancia a origem dos eixos. Assim
se ModL mede a distancia de um ponto da curva a
origem, tem-se que

ModL? = [eTe]? + [(D;m)T Dym]?.

As coordenadas da curva L sdo substituidas por es-
ta distancia como fungdo de A. Uma vantagem do
modulo L € que se reduz o nimero de pontos usa-
dos com relagado a curva L. O melhor modelo tem o A
gue apresenta distdncia minima.

SIMULAG AO NUMERICA

O modelo sintético utilizado, apresentado na Figura
1, tem 10 blocos na horizontal e 20 na vertical, o
gue implica num total de 200 blocos, sendo as di-
mensoOes de cada bloco 2m x 2m. A velocidade na
parte homogénea (background) € C, = 3000m/s.
Existem trés feicOes que simulam heterogeneidades:
uma camada central de baixa velocidade com C. =
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2450m/ s, representando portando um constraste ne-
gativo, e dois corpos fechados, ambos com um con-
traste positivo de velocidade, sendo um superior com
C; = 3300m/s, e o outro inferior com C; = 3450m/s.
Para a aquisicdo de dados para o procedimento in-
verso considerou-se 10 fontes e 10 receptores, o
qgue implica em 100 equagbes complexas, ou 200
equacoes reais. Dessa forma temos sistema deter-
minado de 200 incognitas por 200 equacdes, porém
mal-condicionado. A freqgliéncia da fonte € de 200H z,
e em cada receptor tem-se o campo espalhado que
é contaminado por ruido: Pt = Pg + fkPs, onde
f € a amplitude do ruido e %k representa um namero
aleatério, com uma distribuicdo gaussiana.

O modelo recuperado pode ser visto na Figura 2, que
mostra uma solucao bastante proxima do modelo ver-
dadeiro. Esse resultado foi escolhido com base na Fi-
gura 3, que apresenta o erro RMS dos parametros de
modelo, seja funcao objeto ou velocidade, em relacédo
ao parametro de regularizacédo A. A curva L (Hansen,
1992) para esse exemplo é apresentada na Figura 4.
O “joelho” da curva pode também ser detectado na
Figura 5, onde agora seria equivalente ao minimo da
curva do que chamamos de modulo L (Sa, 1996). O
valor de X fornecido pelas Figuras 4 e 5 nao é tdo bom
guanto ao valor A proveniente da Figura 3. No entan-
to, a abordagem pelo critério RMS € artificial visto que
na pratica ndo conhecemos o modelo verdadeiro para
podermos calcular o erro RMS de certa solugdo em
relacdo ao modelo verdadeiro.

CONCLUSOES

As invers@es regularizadas possibilitam encontrar um
modelo recuperado mais similar ao verdadeiro, prin-
cipalmente na presenca de ruido. Os valores de A
obtidos pela técnica alternativa sao diferentes, porém
proximos para as diversas ordens de regularizacéo
guando comparados com o valores de A obtidos pe-
lo critério RM S do modelo. O critério do moédulo L
apontou piores resultados que os obtidos com o RM S
do modelo, mas numa faixa ideal para o melhor A. O
critério RM S do modelo &€ mais confiavel, pois conhe-
cemos 0 modelo verdadeiro, embora seja mais artifi-
cial, uma vez que ele ndo pode ser utulizado em dados
reais, onde nunca se tem um conhecimento do mo-
delo verdadeiro. Os resultados sdao promissores com
relacdo ao modulo L, faltando estudos mais conclusi-
vos para localizar o A 6timo com maior exatidao.
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Figura 3: Curva de RMS do modelo referente ao
exemplo sintético. O sub-indice “o” refere-se a funcéo
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objeto, e o sub-indice “v” a velocidade.
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Figura 4: Curva L referente ao exemplo sintético, con-
forme Hansen (1992).
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Figura 2: Modelo recuperado; velocidade em m/s.
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Figura 5: Curva do modulo L referente ao exemplo
sintético, conforme sugerido por Sa (1996).
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