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ANISOTROPIA INDUZIDA POR FRATURAS: ASPECTOS
CINEMÁTICOS
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RESUMO

 O estudo dos efeitos das
perturbações geradas pela presença de
fraturas nas rochas da crosta superior,
especialmente em reservatórios de
hidrocarbonetos é extremamente
importante no conhecimento das
características  dos níveis com potencial
produtivo dos campos petrolíferos. Em
muitos reservatórios de hidrocarbonetos,
a fraca porosidade primaria das rochas é
melhorada, pela presença de fraturas
naturais, as mesmas que chegam a
controlar o regime de fluxo dos fluidos.
Sendo assim, o conhecimento da
configuração espacial das fraturas nos
reservatórios torna-se crítico se quisermos
otimizar os programas de
desenvolvimento de campos petrolíferos.

Os reservatórios, na grande
maioria dos casos, se estiverem
fraturados, apresentam fraturas verticais e
paralelas (transversalmente isotrópicos
com eixo de simetria horizontal), dois
sistemas de fratura cujas projeções
horizontais formam ângulos diferentes de

090  (simetria monoclínica), ou dois
sistemas de fraturas ortogonais com
diferente densidade de fraturas (simetria
ortorrômbica).

Neste trabalho mostramos os
efeitos cinemáticos das perturbações que
introduziremos, artificialmente, em uma
rocha elasticamente isotrópica.

Os causadores das perturbações são as
fraturas, com diversas configurações que
introduziremos no meio, transformando este
em elasticamente anisotrópico.

Primeiro, consideremos um meio
isotrópico contendo um sistema de fraturas
verticais e paralelas. O tensor stiffness
associado a este meio pode ser escrito como
(Hudson, 1981, 1986):
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onde 0
ijklc  é o tensor elástico da rocha não fraturada

(isotrópica), 1
ijklc  e 2

ijklc  correspondem às

perturbações de primeira e segunda ordem devido à



presença das fraturas. λ  e µ  são
as constantes de Lame,
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densidade de fraturas, e ℑ  é uma
matriz diagonal onde
( ( )3333111111 ,,0,,, ℑℑℑℑℑ  depende
dos parâmetros das fraturas.

Os tensores acima correspondem
ao arranjo mais simples de fraturas, isto é,
a um só sistema de fraturas verticais
(transversalmente isotrópica com eixo de
simetria horizontal). Para casos mais
complicados, como os casos monoclínico
e ortorrômbico, os tensores elásticos são
obtidos das perturbações calculadas
individualmente para fraturas com
diversas orientações e adicionando ao
tensor não perturbado.

Aqui, mostramos as respostas
cinemáticas geradas pelos três tipos de
arranjos acima mencionados, restringindo
a nossa atenção nas componentes
cisalhantes 1qS  e 2qS  que aparecem
devido à perturbação.

O modelo inicial para todos os casos é
isotrópico. Os parâmetros do modelo inicial
são: Velocidade da onda skmP /00.3= ,
Velocidade da onda skmS /764.1=  e
densidade 3/1.2 cmgr=ρ . Neste fundo
issotrópico, introduzimos diversos arranjos de
fraturas, isto é, varios padrões de espaçamento
de fraturas (densidade de fraturas), e várias
combinações angulares entre os sistemas de
fraturas (Figura 1).

MODELO(a) Simetria elástica
transversalmente isotrópica com eixo de
simetria horizontal.

z

y
x

(b)

Figura 1 – (a) modelo transversalmente
isotrópico com eixo de simetria horizontal – (b)
modelo monoclínico – (c) modelo ortorrômbico.
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MODELO (b). Simetria elástica
                    monoclínica.

qP, qS1 e qS2 PARA SISTEMAS COM IGUAL 
DENSIDADE DE FRATURAS 

1,2

1,6

2

2,4

2,8

3,2

0 15 30 45 60 75 90

ÂNGULO ENTRE OS SISTEMAS DE FRATURA

V
E

LO
C

ID
A

D
E

 (k
m

/s
)

qP qS1 qS2

qS1 PARA SISTEMAS COM IGUAL 
DENSIDADE DE FRATURAS

0

0,5

1
1,5

2

2,5

3

3,5
4

4,5

5

0 1 2 3 4 5 6 7 8

DISTANCIA (km)

TE
M

P
O

 (s
)

15 30 45 60 75

qS2 PARA SISTEMAS COM DIFERENTE 
DENSIDADE DE FRATURAS

0
0,5

1
1,5

2
2,5

3
3,5

4
4,5

5
5,5

6

0 1 2 3 4 5 6 7 8

DISTANCIA (km)

TE
M

P
O

 (s
)

15 30 45
60 75

qS2  PARA SISTEMAS COM IGUAL 
DENSIDADE DE FRATURAS

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

5

5,5

0 1 2 3 4 5 6 7 8

DISTANCIA (km)

TE
M

P
O

 (s
)

15 30 45
60 75

qS1 PARA SISTEMAS COM DIFERENTE 
DENSIDADE DE FRATURAS

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

5

0 1 2 3 4 5 6 7 8

DISTANCIA (km)

TE
M

P
O

 (s
)

15 30 45
60 75

qS1 e qS2 PARA SISTEMAS COM IGUAL 
DENSIDADE DE FRATURAS

0,55
0,57
0,59
0,61
0,63
0,65
0,67
0,69
0,71
0,73
0,75

0 15 30 45 60 75 90

ÂNGULO ENTRE OS SISTEMAS DE FRATURAS

TE
M

P
O

(s
)

qS1 qS2

Fundo
Isotrópico

Fundo
Isotrópico

Fundo
Isotrópico

Fundo
Isotrópico



Modelo (c) . Simetria elástica
ortorrômbica.

BREVE DISCUSSÃO
Quando o meio é afetado

por somente um sistema de fraturas
verticais, nota-se que, na direção de
propagação vertical, a componente

2qS  é fortemente afetado pela
presença de fraturas. O retardo do

tempo é maior quando o grau de fraturamento
da rocha é intenso. A componente 1qS  não é
afetada pela presença das fraturas.

Na presença de dois sistemas de
fraturas as componentes 1qS  e 2qS   variam
com o ângulo formado pelas projeções
horizontais dos sistemas de fraturas. Neste
caso, estas componentes se comportam de uma
forma absolutamente oposta. A velocidade
associada com a componente 1qS  diminui
quando o angulo entre as fraturas aumenta, e a
velocidade associada com a componente 2qS
aumenta quando o ângulo entre as fraturas
diminui.

A componente 1qS  é sensitiva a
somente um dos sistemas de fraturas. A
componente 2qS  é sensitiva aos dois sistemas
de fraturas, motivo pelo qual a atenuação
causada pela perturbação anisotrópica é maior
na componente 2qS . Quanto menor é o ângulo
entre os sistemas de fraturas o efeito destas na
velocidade da componente 2qS  é mais
acoplada. Quando o ângulo entre os sistemas
de fratura fica próximo de 090 , o efeito de um
dos sistemas de fratura na componente 2qS
fica insignificante. O efeito desacoplado das
fraturas acontece quando os sistemas de
fraturas se tornam ortogonais (simetria elástica
ortorrômbica).
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RESUMO
Na grande maioria dos trabalhos até

agora publicados na área da modelagem sísmica e
caraterização de reservatórios, tem se considerado
as fraturas que afetam as rochas como sendo
verticais. Sabe-se que, mediante uma combinação
adequada dos sistemas de fraturas verticais é
possível gerar vários sistemas de simetria elástica
anisotrópica, tais como a monoclínica, a
ortorrômbica, a cúbica, etc.  Mas embora a
verticalidade seja uma simplificação que facilita o
tratamento matemático dos problemas, esta pode
não refletir necessariamente a realidade.

Neste trabalho, analisamos a resposta
sísmica da variação na inclinação das fraturas e
mostramos a sua relevância na determinação dos
coeficientes de reflexão e transmissão. A
importância do estudo da reflexão e transmissão é
óbvia, pois é a parte fundamental na análise  da
amplitude versus o offset (AVO), ou da amplitude
versus o azimute (AVA).

  Aqui consideramos somente a onda PP
refletida e transmitida e assumimos que o meio
afetado pelas fraturas inclinadas responde como
sendo fracamente anisotrópico (WA). Fazemos
esta consideração básica, já que assumimos que o
backgroud da rocha afetada pelas fraturas
inclinadas é isotrópica e que, em conjunto, se
comporta como anisotrópica somente por causa
das fraturas presentes que atuam como
perturbadores da isotropia.  Assim, usamos o
método da perturbação de primeira ordem para a
determinação dos coeficientes de reflexão e
transmissão associados ao deslocamento.

DETERMINAÇÃO DO TENSOR STIFFNESS
Se considerarmos o caso hipotético de

um meio com fraturas horizontais, este meio será
transversalmente isotrópico e possuirá um eixo de
simetria vertical (VTI). Neste caso, as relações de
stress-strain podem ser dadas por:
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onde ijτ  é o tensor de stress e ije  é o tensor de strain.

A equação (1) é muito simples e corresponde a
um meio com simetria hexagonal, com eixo de simetria
vertical, que coincide com o eixo z (fraturas horizontais
ou camadas finas e horizontais). Mas se o eixo de simetria
for inclinado e não for vertical nem horizontal, a matriz
que relaciona o stress com o strain fica bem mais
complicada, pois esta dependerá da orientação do plano
transversalmente isotrópico, isto é, da inclinação das
fraturas.

Para determinar o tensor de stiffness associado ao
meio que contem fraturas inclinadas, devemos realizar
uma rotação do sistema zyx ′′′ ,,  para o sistema de

observação zyx ,, , onde o plano yx ′′,  é inclinado

(plano que contem as fraturas) e o eixo z′ é o eixo de
simetria, também inclinado.  A orientação do sistema
inclinado com relação ao sistema de observação é
definido pelos ângulos ϑ (ângulo do mergulho das
fraturas) e φ  (direção do plano isotrópico yx ′′ , que
contem as fraturas). A rotação desejada será o produto das

rotações segundo os ângulos ϑ  e )90( 0 φ−  . Assim, a
matriz de rotação será:
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Aplicando as regras de transformação,
determinamos o tensor stiffness correspondente ao
meio que contem fraturas inclinadas. O novo
tensor podes ser obtido de:

T
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==           (3)

onde:
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Constata-se que nenhum dos elementos da
matriz c~ é zero. Isto significa que a não
verticalidade das fraturas complica muito o
problema.
PARÂMETROS ANISOTRÓPICOS

Os parâmetros elásticos do meio aqui
considerado  podem ser expressos em temos de
perturbações de um meio com fundo  isotrópico.
Assim, podemos escrever:

ijklijklijkl aaa δ+= 0                             (4)

onde ijkla  representa os parâmetros elásticos do

meio perturbado pelas fraturas, 0
ijkla  representa os

coeficientes elásticos do background isotrópico
não perturbado e ijklaδ  representa a perturbação.

Em geral, para ser válida a aplicação da teoria da
perturbação de primeira ordem (Jech e Psencik,
1989), ijklaδ  deve ser necessariamente pequeno

quando comparado com 0
ijkla .  Isto significa que o

meio precisa ser fracamente anisotrópico.  Assim,
o método não pode ser aplicado quando estivermos
frente a um caso de forte anisotropia. Mas, na
maioria dos casos práticos a anisotropia é fraca, o
mesmo acontece com o contraste de velocidades
nas interfaces.

Isto obviamente facilita grandemente o
trabalho, já que podemos usar as idéias básicas de
Thompsen (1986), que permite diminuir  de forma
considerável o número de parâmetros necessários
para caraterizar o meio. Isto é muito relevante para
nosso caso, já que, embora a simetria associada ao
nosso modelo seja transversalmente isotrópica,  a
inclinação do plano de isotropia (plano que contem
as fraturas), transforma a matriz dos coeficientes
elásticos, muito mais  complicada que para
qualquer caso de simetria associado a fraturas
verticais.

Psencik e Gajewski (1998), seguindo as
idéias básicas de Thompsen (1886), tem
generalizado o método e determinado os
parâmetros anisotrópicos adimensionais que podem
caraterizar meios com simetria anisotrópica
arbitrária. As expressões apresentadas por estes
autores permitem estudar qualquer tipo de arranjo
elástico, mesmo os mais complicados, desde que a
resposta anisotrópica do meio seja fraca. Estes
parâmetros são os seguintes:
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Dependendo da simetria anisotrópica,
alguns deste parâmetros se anulam. O caso extremo
acontece quando a simetria é isotrópica. Nesse
caso, todos estes parâmetros são zero.

COEFICIENTES DE REFLEXÃO E
TRANSMISSÃO

Os coeficientes de reflexão  e transmissão
para as ondas PP, em uma interface que separa dois
meios homogêneos fracamente anisotrópicos
(para qualquer tipo de simetria), foram deduzidos
por Psencik e Vavrycuk (1998) e são expressos
como:
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Nas equações acima, o símbolo ∆
denota contraste através da interface, por exemplo:

12 ZZZ −=∆ . A barra acima de um símbolo

denota a média, por exemplo: ( )212
1

ZZZ += .

)(θiso
PPR e )(θiso

PPT  representam os coeficientes
de reflexão e transmissão para meios isotrópicos
com contraste suave. θ  representa o ângulo de
incidência e ϕ é o azimute. As equações (6) e (7)
ficam mais simples quando se introduzem
simetrias elásticas geradas por sistemas de fraturas
verticais, podendo ser de tipo monoclínico,
ortorrômbico, hexagonal (VTI e HTI) ou outro.
Quando as fraturas que induzem anisotropia são
inclinadas, é necessário usar as equações (6) e (7)
na sua forma geral.

A matriz c~  é calculada usando a equação
(3), onde  cada elemento da matriz c~  é uma
função da inclinação das fraturas e da direção do
plano de isotropia transversal (plano que contem as
fraturas). As equações que permitem calcular os
elementos da matriz c~ não são apresentadas aqui
por serem muito extensas.

Com o propósito de mostrar o efeito da
inclinação das fraturas nos coeficientes de reflexão
e transmissão, neste trabalho consideramos um
modelo que consiste em uma interface entre um
meio isotrópico (camada superior) e um meio
anisotrópico (camada inferior). No exemplo, a
anisotropia do meio é gerada pela presença de
fraturas inclinadas e paralelas. Então, a simetria
elástica associada é hexagonal, com eixo de
simetria inclinado. A inclinação pode ser
absolutamente arbitrária. Com o propósito de
visualizar o resultado de uma forma simples,
escolhemos os planos yz  e xz  como planos que
contêm as ondas incidentes, e é  nestas direções
azimutais que calculamos ppR   e PPT  .

No exemplo,  todos os cálculos foram
feitos para um ângulo de incidência fixo.
Obviamente, podem ser feitos os cálculos para
vários valores de ângulo de incidência
considerando uma ampla faixa de azimutes. Aqui,
o nosso propósito é mostrar somente a
dependência dos coeficientes  ppR  e PPT  com

relação à inclinação das fraturas.



DISCUSSÃO

Nota-se claramente que os coeficientes de
reflexão e transmissão  são fortemente dependentes
do ângulo de inclinação das fraturas. Existe uma
variação clara de Rpp e Tpp entre os casos
extremos que correspondem aos meios com
fraturas verticais (HTI) e aos meios com fraturas
horizontais (VTI).  Devemos esperar que as
amplitudes associadas às ondas refletidas sejam
fortemente dependentes da inclinação das fraturas
que afetam o meio. Isso é muito importante, pois
nos leva a reconsiderar os modelos clássicos que
envolvem as outras simetrias usadas na
modelagem sísmica, principalmente a
ortorrômbica e a monoclínica. Para evitar
complicações, sempre foram idealizadas simetrias
com sendo o resultado da combinação de sistemas
de fraturas verticais. Se os sistemas considerassem
fraturas inclinadas, devemos esperar que exista
pelo menos mais uma variável relevante para ser
considerada. Obviamente isso é muito critico no
processo de inversão de dados sísmicos.

Os critérios usados no modelo do meio
afetado por fraturas inclinadas, também podem ser
usados  para caraterizar o efeito do mergulho de
camadas finamente estratificadas nos coeficientes
de reflexão e transmissão, isso é, nas discordâncias
angulares que atuam como interfaces.
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Resumo 
 O objetivo principal deste trabalho visa a 
comparação do desempenho computacional do software 
desenvolvido para a solução de problemas de 
modelagem acústica bidimensional, regidos pela 
Equação Escalar da Onda, executados em um cluster de 
microcomputadores.  Varia-se a configuração do cluster 
através da utilização de diferentes equipamentos de rede 
(HUB e Switch), além de se considerar a alteração do 
número de processadores em cada microcomputador que 
compõe o cluster. 
Introdução 
 Na modelagem acústica, devido principalmente 
a grande complexidade do meio geológico e as 
condições de contorno do problema, qualquer tratamento 
analítico das equações diferenciais torna-se 
impraticável, daí a grande importância dos métodos 
numéricos de solução de equações diferenciais parciais. 
 Recentemente as máquinas que tem 
apresentado um grande poder computacional a um baixo 
custo, várias delas figurando entre as de maior 
capacidade computacional na atualidade, são 
denominadas genericamente de clusters ou Beowulf 
clusters.  Um cluster é um conjunto de computadores ou 
microcomputadores interligados por uma rede que 
através do emprego de bibliotecas de envio de 
mensagens, tais como o PVM (Parallel Virtual 
Machine) ou MPI (Mesage Passing Interface), que 
funcionam como uma única máquina, multiplicando 
desta forma o seu poder computacional. 
 A aplicação dos recursos do processamento em 
paralelo possibilita a obtenção da solução do problema 
em um tempo bem mais reduzido.  A fim de se alcançar 
um melhor desempenho dos algoritmos desenvolvidos 
surgem uma série de questões no que diz respeito a qual 
configuração de hardware possui a melhor relação 
custo/benefício. 
 Existem diversas alternativas na especificação 
das máquinas que compõem um cluster.  Neste trabalho 
pretende-se responder algumas das questões presentes 
na montagem de um cluster de microcomputadores para 
a resolução de equações diferenciais transientes através 
do Método das Diferenças Finitas, tais como: 
 Qual o tipo de equipamento de rede é o mais 
adequado para a comunicação entre os 
microcomputadores de forma a não prejudicar a 
performance das aplicações? 

 É vantajosa a utilização de microcomputadores 
contendo dois processadores (CPU)? 
 Além de outras questões importantes com 
relação à implementação computacional, tais como: 
 A compressão dos dados para posterior envio 
através da rede acarreta em uma melhoria na eficiência 
computacional? 
Formulação Matemática 
 Considerando que a variação de densidade é 
desprezível e considerando-se apenas a presença de 
ondas compressionais tem-se o problema físico 
governado pela Equação Escalar da Onda (Eq. 1): 
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Onde: ( )t,z,xP  é a pressão; )z,x(c  é a velocidade de 
propagação da onda no meio; )t(f  é a fonte sísmica e 

sx  e sz  são as coordenadas espaciais da fonte. 
 A discretização da equação 1 é feita 
tradicionalmente através do emprego dos operadores 
centrais de 2a e 4a ordens, respectivamente para a 
aproximação das derivadas temporais e espaciais 
[Bordign e Lines 1997].  Além das condições de 
contorno essenciais e naturais nas simulações numéricas 
podem ser utilizadas condições de contorno não-
reflexivas para simular domínios infinitos [Clayton e 
Enquist 1977]. 
Esquema de Paralelização 
 A filosofia do processamento em paralelo é, 
teoricamente, bastante simples.  Consiste na divisão de 
uma determinada tarefa em m sub-tarefas, que 
necessitam ou não de intercomunicação entre si, as quais 
são distribuídas entre vários processadores ou 
computadores diferentes onde tais informações serão 
processadas.  Desta forma, a princípio, uma tarefa 
paralelizada em m processadores será executada m vezes 
mais rápida do que seria caso fosse executada em um 
único processador. 
 Existem diferentes abordagens para a 
paralelização de um problema, cada uma delas sendo 
mais apropriada para um determinado caso específico 
[Jájá, 1992].  Neste trabalho a estratégia de paralelização 
empregada baseia-se na decomposição de domínio 
(Domain Decomposition), isto é, o domínio físico do 
problema é repartido em diversos subdomínios e cada 
um deles é enviado para ser resolvido por um 
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processador diferente.  Para manter-se a compatibilidade 
da solução entre os diversos pedaços torna-se necessário 
a comunicação entre eles. 
 Esta abordagem possibilita a solução de 
problemas de grande porte, que devido a quantidade de 
memória e o tempo de processamento demandado para 
sua análise tornariam-se inviáveis de serem executados 
em um único microcomputador.  Tal característica 
torna-se bem mais evidente em se tratando de problemas 
3-D. 
 A implementação computacional foi feita 
através da criação de dois programas distintos, 
denominados Master e Slave, que se comunicam entre 
si.  A seguir descreve-se as principais atribuições de 
cada um destes programas. 
 Programa Master – (i) Iniciar a análise e ler os 
dados de entrada, (ii) Dividir e enviar o modelo 
geológico, e demais parâmetros para os programas 
slave; (iii) Gerenciar e sincronizar a execução dos 
programas slave; (iv) Receber os dados de saída 
enviados pelos programas slave (sismogramas e 
snapshots); (v) Finalizar a análise. 
 Programa Slave – (i) Receber a partição do 
modelo geológico e demais parâmetros que lhe são 
devidos; (ii) Calcular a solução para um determinado 
intervalo de tempo; (iii) Enviar e receber os valores das 
incógnitas nas interfaces das partições dos demais 
programas slave; (iv) Enviar os dados de saída para o 
programa máster (sismogramas e snapshots). 
 A figura 1 ilustra esquematicamente o modelo 
geológico, uma possível decomposição de domínio 
realizada e as informações de cada uma das partições 
que devem ser transmitidas aos respectivos vizinhos, 
além da configuração dos microcomputadores e os 
programas executados em cada um deles. 

 
Figura 1 – Representação esquemática do esquema de 
paralelização. 

Características do Cluster Empregado nas 
Modelagens 
 Na obtenção dos resultados apresentados a 
seguir empregou-se um cluster formado por 08 
microcomputadores.  Suas características são dadas de 
acordo com a tabela 1, sendo que foram realizados testes 
em que um dos processadores foi desabilitado para se 
simular um cluster composto por microcomputadores 
contendo um único processador. 

Tabela 1 – Características dos microcomputadores do cluster. 
CPU 02 processadores Pentium III 550 MHz 
Memória 512 Mb 
Placa mãe Intel L440 GX + Server Board 
 Na intercomunicação entre os 
microcomputadores foram utilizados diferentes 
equipamentos de rede.  O HUB é um equipamento que 
possui apenas uma única via de comunicação, assim 
todas as mensagens enviadas concorrem entre si.  O 
Switch possui várias vias de comunicação 
independentes, desta forma o tráfego de mensagens 
entre 2 microcomputadores não concorrem com as 
demais mensagens enviadas pelos outros 
microcomputadores do cluster. 
Resultados Numéricos 
 No software desenvolvido utilizaram-se 
internamente valores em dupla precisão para os cálculos 
das variáveis básicas, desta forma, alem de garantir-se 
uma maior precisão nos cálculos intermediários, tornou-
se possível à implementação de um esquema simples 
para a compressão dos dados a serem transmitidos via 
rede.  Tal esquema consiste na transmissão dos dados 
em precisão simples, com isto os volumes das 
mensagens enviadas diminuem em quase 50 %. 
 Foram efetuados testes comparando-se as 
respostas obtidas com e sem o emprego do esquema de 
compressão, realizados em um modelo geológico 
complexo dividido em 4 partes ao longo de cada uma 
das direções coordenadas, onde a maior diferença 
percentual em relação aos valores máximos foi da ordem 
de 1x10-6 %, insignificante para os objetivos pretendidos 
com tais análises. 
 Para a medida dos tempos de execução adotou-
se a média dos valores registrados para três execuções 
consecutivas.  Empregando-se tal metodologia tem-se 
melhor representados os efeitos aleatórios inerentes 
devido a diversos fatores, tais como: as tarefas 
realizadas pelo sistema operacional, acesso à memória 
RAM e o próprio hardware de cada um dos 
microcomputadores envolvidos nestas análises. 
 A seqüência de teste proposta consiste em se 
acrescentar uma certa unidade básica, denominada 
partição, ao domínio físico do problema, deste modo a 
cada nova partição acrescentada o modelo geológico 
aumenta de tamanho.  A figura 2 ilustra este 
procedimento, onde as partições estão sendo 
acrescentadas apenas ao longo da direção longitudinal. 
 Enviando-se cada partição para um processador 
diferente mantêm-se praticamente fixo o volume de 
cálculo executado por cada um deles, não importando o 
número total de partições presentes em uma determinada 
análise.  Considerando-se um esquema de paralelização 
com 100% de eficiência o tempo total da análise deveria 
se manter constante.  O aumento do tempo total da 
análise, neste caso, representando uma perda na 
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eficiência é devido, basicamente, ao overhead do 
paralelismo, à velocidade de transmissão dos dados e ao 
tempo de escrita dos resultados (sismogramas e 
snapshots). 

2 Partições

3 Partições

4 Partições

5 Partições

9 Partições

8 Partições

7 Partições

6 Partições

1 Partições 10 Partições

 
Figura 2 – Filosofia das partições nas seqüências de testes, 
acrescentadas ao longo da direção longitudinal. 
 Nas aplicações em paralelo a granularidade é 
uma importante propriedade, definida como sendo a 
razão ente os tempos gastos com o processamento e a 
comunicação entre as tarefas [Jájá, 1992].  
Considerando-se partições quadradas o tempo de 
processamento é proporcional a n2 e o tempo de 
comunicação a n, sendo n o numero de pontos do grid na 
lateral da partição.  Desta forma, com o propósito de 
variar a granularidade da aplicação foram realizadas 
análises com as seguintes dimensões para as partições: 
300x300 e 600x600 pontos do grid. 
 A fim de avaliar-se o impacto da saída dos 
resultados, isto é o tempo de escrita, foram realizadas 
seqüências de testes sem a saída dos mesmos.  Na tabela 
2 encontram-se especificados os parâmetros utilizados 
nas análises efetuadas. 
Tabela 2 – Parâmetros utilizados nas modelagens. 
Espaçamento do grid (h) 10 m 
Intervalo de tempo 0.0004 s 
Tempo total de análise 1.5 s 
Intervalo para saída de sanpshots 0.1 s 
Velocidade de propagação 3000 m/s
Freqüência de corte 60 Hz 
Fonte sísmica no centro de cada partição 
 Na figura 3, a seguir, apresentam-se os gráficos 
que resumem os resultados obtidos para o tempo de 
análise de cada uma das diversas seqüências de testes 
realizadas. 
Conclusões 
 De acordo com os resultados apresentados 
pode-se tecer os seguintes comentários e conclusões: 
 A compressão de dados só mostrou-se eficiente 
quando o cluster estava utilizando um equipamento de 
rede de baixa performance (HUB), para os demais casos 
não houve um ganho significativo. 

 Com a utilização do Switch à 100 Mbps o 
emprego de microcomputadores singles (com apenas um 
processador) resultou em um melhor desempenho, pois 
nestes casos, onde o equipamento de rede deixa de 
interferir significativamente no tempo de análise, o 
compartilhamento dos recursos da placa mãe 
(motherboard) dos microcomputadores dual (com dois 
processadores) passa a influir para o aumento do tempo 
de análise. 
 Observou-se que como a escrita dos resultados 
é feita em um único harddisk, com a agravante de que 
tais informações são transmitidas ao programa Master 
através dos recursos do PVM, o tempo de análise 
apresentou um comportamento linear com o aumento do 
numero de partições; ou seja, a escrita dos resultados 
não se encontra paralelizada de forma eficiente. 
 Adotando-se a suposição de que o custo de um 
microcomputador dual seja o dobro de um single; 
supondo-se as mesmas quantidades de recursos por 
processador, tais como: memória RAM, harddisk, etc... 
e considerando-se apenas os resultados obtidos com o 
emprego do emprego do Switch a 100 Mbps pode-se 
concluir que a utilização de microcomputadores single 
apresentam uma melhor relação custo/benefício. 
 Embora as conclusões obtidas com a realização 
deste trabalho tenham sido obtidas com a execução de 
softwares desenvolvidos especialmente para a 
modelagem acústica, tais resultados podem ser 
extrapolados para softwares desenvolvidos para a 
solução de outros problemas transientes empregando o 
Método das Diferenças Finitas, como por exemplo: o 
caso da Equação da Difusão ou mais especificamente 
para o caso da Migração Reversa no Tempo (RTM). 
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Modelagem Acústica 2-D via PVM 
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Legenda: 

♦- Single processor, escrita dos resultados (sismograma e snapshots), transmissão dos dados da interface em precisão dupla. 
• -  Single processor, escrita dos resultados (sismograma e snapshots), transmissão dos dados da interface em precisão simples 

(compressão). 
� - Single processor, sem a escrita dos resultados, transmissão dos dados da interface em precisão simples (compressão). 
♦- Dual processor, escrita dos resultados (sismograma e snapshots), transmissão dos dados da interface em precisão dupla. 
• -  Dual processor, escrita dos resultados (sismograma e snapshots), transmissão dos dados da interface em precisão simples 

(compressão). 
� - Dual processor, sem a escrita dos resultados, transmissão dos dados da interface em precisão simples (compressão). 

 
Figura 3 – Resumo dos resultados obtidos para o tempo de análise de cada uma das diversas seqüências de testes realizadas. 
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Resumo 
 Neste trabalho apresenta-se, além dos con-
ceitos básicos do processamento paralelo, uma com-
pleta análise da performance de um software de mo-
delagem sísmica 3-D acústica, de grande importância 
na indústria petrolífera. A partir dos dados apresenta-
dos torna-se possível estimar o tempo total de execu-
ção da simulação de um modelo dado, considerando-
se seu processamento em um cluster de microcompu-
tadores composto por 72 máquinas. 

Introdução  
A necessidade crescente de se obter uma melhor 

imagem de estruturas complexas em sub-superfície tem 
levado a um rápido crescimento de aquisições 3-D e à 
necessidade do emprego de esquemas de imageamento pré 
empilhamento em profundidade, demandando recursos de 
computação até pouco tempo inimagináveis. Os atuais 
avanços nas tecnologias de rede e na performance dos 
microprocessadores tornaram viável a utilização de vários 
microcomputadores, formando um cluster, para a simulação 
computacional de tais casos. A modelagem sísmica via 
Método das Diferenças Finitas é o núcleo de diversos pro-
gramas de Migração Reversa no Tempo (RTM) em profun-
didade. Algoritmos deste tipo, computacionalmente inten-
sos, são fortes candidatos a se beneficiarem desta nova 
tecnologia de hardware, obtendo os recursos computacio-
nais necessários para tais simulações, reduzindo drastica-
mente o tempo total de execução. 

Definições 
Para a melhor compreensão das grandezas 

estudadas neste trabalho as seguintes notações são 
foram utilizadas: 
 
L Número de máquinas em uma tarefa paralela 
N Número de pontos do grid nas 3 dimensões 
n Número de pontos do grid em uma dimensão 
T1 Tempo total de execução da análise usando-

se código serial 
T Tempo total de execução da análise usando o 

código paralelo 
• TA Tempo total de execução de uma 

análise de A segundos 
• TL Tempo total de execução da análise 

usando-se o código paralelo com L máquinas 
Tproc Parcela de T devida aos cálculos numéricos 
Tcom Parcela de T devida à comunicação entre as 

tarefas 
Ts Parcela de T referente à parte serial do pro-

grama (leitura de dados) 

Tp Parcela de T referente à parte paralela do 
programa (cálculo numérico + overhead) 

 
das notações acima algumas relações são obtidas: 

T= Ts + Tp 
Tp = Tproc + Tcom 

Alguns Conceitos de Processamento Paralelo 

• Speedup 
 O ganho em tempo decorrente da paraleliza-
ção do código é comumente conhecido com speedup 
(S) e indica quantas vezes o código paralelo é mais 
rápido que o equivalente serial, e pode ser calculado 
através da equação: 

LT
1TS =  

 Onde T1 é o tempo de execução do código 
serial e TL o do paralelo usando L máquinas. 

• Eficiência 
 A eficiência (E) de um programa paralelo 
pode ser calculada pela equação: 

( )LT.L
1T

L
SE ==  

 Portanto a eficiência de um programa serial é 
sempre 100% e um programa paralelo com eficiência 
de 100% rodando em L máquinas rodará L vezes 
mais rapidamente que o serial. 

• Granularidade 
 A granularidade (G) é uma importante pro-
priedade das aplicações paralelas e é definida pela 
razão entre os tempos de processamento (Tproc) e 
comunicação (Tcom). 

com

proc

T
T

G =  

 Uma baixa granularidade significa que se 
está despendendo muito tempo em comunicação e 
pouco no processamento i.e. na resolução do proble-
ma em si. Logo quanto maior a granularidade melhor 
será o desempenho da aplicação. 

Metodologia  
 O Método de Diferenças finitas foi emprega-
do para a resolução da equação diferencial do pro-
blema e em sua formulação foram utilizados operado-
res centrais de 2a e 4a ordens para as aproximações 
das derivadas temporais e espaciais, respectivamente. 
Como estratégia de paralelismo do algoritmo empre-



Modelagem Sísmica 3-D em Clusters 
gou-se a técnica da decomposição de domínio, onde o 
domínio físico do problema foi subdividido em parti-
ções, tendo sido então cada uma delas enviadas para 
serem processadas em um dos microcomputadores 
que compõem o cluster. 
 Tal estrutura de paralelismo foi implementa-
da com a criação de dois programas distintos, deno-
minados Master e Slave, comunicando-se através do 
PVM (Parallel Virtual Machine), uma camada de 
software de domínio público desenvolvida especial-
mente para este fim. Detalhes sobre a estrutura de 
programação adotada podem ser obtidos em [1,2] 
 As características do cluster usado para a 
realização deste trabalho encontram-se na tabela 1: 
 
Tabela 1: Especificações do Cluster 
Número de nós 72 
Interconexão dos nós Fast ethernet Switch 
Processador Pentium III (Katmai)  

550 Mhz   512Kb cache 
Memória RAM por nó 768 Mb 
Sistema de disco SCSI RAID5 via NFS 

 
 O tempo total de execução do programa de 
modelagem acústica desenvolvido é proporcional ao 
número pontos do grid e ao número de incrementos 
de tempo necessários para se alcançar o tempo final 
de análise do modelo geológico a ser analisado. Neste 
trabalho consideraram-se apenas partições cúbicas de 
modo que N = n3. Espera-se que o tempo de proces-
samento Tproc seja proporcional a N, o que implica 
em:Tproc. ∝ n3, por outro lado, o tempo de comunica-
ção Tcom é proporcional a soma das áreas de contato 
entre as diversas partições que compõem o modelo 
geológico, assim:Tcom ∝ n2. Portanto a granularidade 
deverá apresentar um crescimento linear com n. 
 Para se obter um panorama geral do compor-
tamento do software desenvolvido, realizaram-se 
várias baterias de testes considerando-se modelos 
geológicos homogêneos com partições variando de 50 
x 50 x 50 até 350 x350 x 350 pontos do grid. Os pa-
râmetros utilizados em todas as modelagens encon-
tram-se na tabela 2. 
 
Tabela 2: Parâmetros das modelagens por Dif. Finitas 
Espaçamento do grid 12,5 m 
Intervalo de tempo 0,0004 s 
Tempo total de análise 0,02 s 
Freqüência de corte 28 Hz 
Modelo Homogêneo,V=3,0 Km/s 

 
 Foram efetuados testes considerando-se 
arranjos cúbicos com as partições, formando assim o 
modelo geológico do problema. A figura 1 apresenta 

os quatro tipos de arranjos, considerando-se:(1)3= 1, 
(2)3= 8, (3)3= 27, (4)3= 64. partições. Desta maneira 
os modelos geológicos assim formados variam de 50 
x 50 x 50 (1 partição) até 1400 x 1400 x 1400 (64 
partições) pontos do grid. 
 

 
Figura 1: Modelos compostos de 1, 8, 27 e 64 partições. 
 
 Para agilizar a obtenção dos tempos de exe-
cução das análises efetuadas, mediu-se separadamente 
o tempo Ts de leitura do modelo ( que independe do 
tempo de análise escolhido) e o tempo Tp de cálculo, 
este último realizado para uma análise reduzida de 
0,02 segundos. O tempo de execução para uma análi-
se típica de 5 segundos é então calculado pela expres-
são: 

T = T5.0 = Ts + 250 * TP
0.02 

 
 Qualquer menção a T refere-se a T5.0 ou seja, 
ao tempo total de execução projetado para uma análi-
se típica de 5 segundos. 
 Para minimizar pequenas flutuações nos 
tempos de execução obtidos com a realização das 
seqüências de modelagens, cada análise foi repetida 
três vezes e as médias dos tempos foram extraídas.  
Tais flutuações são atribuídas principalmente ao uso 
da CPU por outras tarefas pertinentes ao sistema 
operacional. Destaca-se que nas análises realizadas 
não foram considerados os tempos despendidos para a 
escrita dos resultados das modelagens (sismogramas e 
snapshots). 
 Certos tamanhos de partição apresentaram 
um comportamento anômalo nos tempos de proces-
samento. Na vizinhança de um destes pontos anôma-
los foram efetuadas análises adicionais com um me-
nor incremento no tamanho da partição. 
 Como critério para caracterizar um ponto 
como sendo “anômalo” tomamos como premissa que 
o tempo de execução Tp sempre cresce com N. Assim 
sua diminuição com o aumento de N significa que o 
valor de Tp anterior é anômalo e deverá ser desconsi-
derado. 
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Resultados 
A figura 2 apresenta o gráfico do tempo total de exe-
cução T1 em função do número total N de pontos do 
grid para o processamento em um único microcompu-
tador (serial) e comprova que à exceção dos pontos 
considerados anômalos, esta relação é linear. A curva 
contínua representa a reta que melhor se ajusta aos 
pontos fornecidos e sua equação é: 

T1 = 7.2069E-3 * N segundos 
A figura 3 é resultante da superposição dos 

gráficos T x N para os arranjos com 1, 8, 27 e 64 
máquinas, com suas respectivas retas ajustadas que 
fornecem as equações da tabela 3. 

T1 x N

T1 = 7.21E-03 * N
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1 partição 1 anômalo 1 ajuste linear
 

Figura 2: Gráfico T x N para 1 partição (serial)  

T x N
T1 = 7.21E-03 * N

T8 = 9.30E-04 * N T27 = 2.89E-04 * N

T64 = 1.28E-04 * N
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1 ajuste linear 8 ajuste linear 27 ajuste linear 64 ajuste linear

 
Figura 3: Gráfico T x N para os arranjos cúbicos com 1, 8,27 e 64 máquinas. 
 
Tabela 3: Funções de tempo ajustadas para os arranjos com 
1 ,8,27 e 64 partições 

T1.. = 7,2069E-3 * N segundos 
T8   = 9,3013E-4 * N segundos 
T27 = 2,8954E-4 * N segundos 
T64 = 1,2820E-4 * N segundos 

 

Novamente  observa-se a presença de pontos 
que não recaem sobre as respectivas retas ajustadas. 

Para explicar a presença anomalias observa-
das, fez-se um refinamento do gráfico T x N na vizi-
nhança de um ponto anômalo, com várias combina-
ções de uso de memória cache, obtendo-se a figura 4. 
Nota-se que para as configurações onde o cache L2 
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estava presente, a anomalia se deu para N=1,85E+8 e 
que a mesma não ocorreu quando o cache L2 estava 
ausente. 

T x N

1.E+05

2.E+05

2.E+05

3.E+05

3.E+05

4.E+05

1.7E+08 1.8E+08 1.9E+08 2.0E+08
N

T(
s)

L1 e L2 L1 L2 Sem Cache  
Figura 4: Gráfico T x N para um arranjo cúbico 2 x 2 x 2 = 
8 máquinas na vizinhança de N=1,85E+8 para várias confi-
gurações de cache. 
 

A partir dos coeficientes das equações da ta-
bela 3 pode-se calcular o speedup e a eficiência do 
cluster, gerando assim a tabela 4. 

 
Tabela 4: Eficiência e Speedup obtidos a partir das curvas 
ajustadas. 

Coeficiente Eficiência Speedup 
7,2069E-3 100,00 % 1,00 
9,3013E-4 96,85% 7,75 
2,8954E-4 92,19% 24,89 
1,2820E-4 87,84% 55,22 

 

Análise dos resultados e conclusões 
O gráfico da figura 2 mostra que à exceção 

de pequenas flutuações e dos pontos anômalos, o 
comportamento da análise serial é linear. A figura 3 
mostra que um comportamento quase linear ocorreu 
para arranjos com 8, 27 e 64 máquinas indicando que 
o overhead de comunicação do cluster é ainda peque-
no para o volume de processamento envolvido. Mes-
mo grandes modelos, com N=2,74 bilhões de pontos, 
ocupando 44 Gbytes de memória RAM distribuídas 
em 64 máquinas, não prejudicaram o desempenho do 
cluster. Isto se deve à elevada granularidade do pro-
blema, principalmente para grandes valores de N. 
Para pequenos valores de N pode-se observar um 
tênue desvio das retas ajustadas, principalmente nas 
curvas correspondentes a 27 e 64 partições, indicando 
que a baixa granularidade destes casos leva a um 
pequeno atraso (∝ n2) no tempo de análise. 

O gráfico da figura 3 é de extrema importân-
cia visto que ele permite estimar o tempo de proces-
samento dado um determinado tamanho de modelo e 
o número de máquinas que o processarão. 

Como bem mostra a figura 4, os pontos que 
não recaíram sobre as curvas ajustadas são explicados 
com sendo anomalias geradas por algum efeito de 
batimento entre o tamanho da partição alocada em 
memória e o tamanho da memória cache L2 do mi-
croprocessador, visto que o fenômeno só ocorre para 
alguns poucos tamanhos de partição e apenas quando 
o cache L2 está habilitado. A figura também mostra 
que apesar da ausência do cache L1 não provocar 
mudança significativa, o cache L2 reduz em média 46 
% o tempo de execução exceto no caso anômalo, em 
que o cache L2 teve sua performance comprometida, 
reduzindo o tempo de execução em apenas 23,5 %. 

A proporção Ts/Tp entre o tempo de proces-
samento despendido na leitura do modelo e o tempo 
utilizado no cálculo é muito pequena, tornando a 
parte serial desprezível e contribuindo para a obten-
ção de um elevado fator de eficiência e speedup mé-
dios para o cluster  

O uso de clusters de microcomputadores pa-
ra a modelagem sísmica 3-D acústica é uma realidade 
dado o seu baixo custo e visto que sua performance 
manteve-se bastante elevada (próxima de 90%) mes-
mo para 64 máquinas. 

A solução de rede utilizada (fast ethernet 
switch) comportou bem o tráfego gerado pelo pro-
blema, mesmo para um grande número de máquinas, 
não gerando nenhum tipo de overhead que destruísse 
o comportamento quase linear de T x N para 64 
máquinas e grandes valores de N. 
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Modelagem Sismoestratigráfica 3D de Alta Resolução na Formação Quebradas, Cretáceo 
Superior, da Bacia Potiguar 
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Resumo 

A caracterização da arquitetura tridimensional de um 
reservatório petrolífero requer a integração de 
diferentes tipos de informações, modelos conceituais 
e medidas físicas que permitirão sua interpretação 
geológica mais detalhada, com grande impacto sobre 
sua economicidade. Nesse contexto procura-se 
ressaltar a efetividade da abordagem dos processos 
sedimentológicos em testemunhos quando utilizados 
em conjunto com dados de perfis e dados sísmicos 3D  

A área estudada contém dois reservatórios principais 
portadores de óleo, pertencentes à Formação 
Quebradas. Esta unidade litoestratigráfica representa 
a sedimentação ocorrida entre o Cenomaniano médio 
e o Turoniano inferior da Bacia Potiguar submersa. 
Utilizando-se a impedância acústica média como 
atributo sísmico guia para obtenção de parâmetros de 
reservatório, a modelagem sismoestratigráfica 3D 
permitiu a obtenção de volumes 3D com topo, base e 
espessuras de cada parasseqüência, além de volumes 
3D da distribuição de parâmetros de reservatório, tais 
como porosidades e permeabilidades. 
 
Introducão 
 
A área de trabalho está situada na Plataforma 
Continental do Rio Grande do Norte, à 
aproximadamente 10Km da costa, em lâmina d’água 
de 9m, encontrando-se totalmente recoberta por 
sísmica 3D. As unidades litoestratigráficas, que 
constituem a coluna sedimentar perfurada pelos poços 
na área, são representadas pelas Formações 
Tibau/Guamaré, Macau, Ubarana, Jandaíra, 
Quebradas, Ponta do Mel, Açu e Alagamar, como 
mostra a seção sísmica da figura 1.  
A Formação Quebradas representa a sedimentação 
ocorrida entre o Cenomaniano médio e o Turoniano 
inferior da Bacia Potiguar submersa e eqüivale às 
unidades Açu-3 e Açu-4 da Formação Açu, na parte 
emersa da bacia. A porção basal é caracterizada por 
intercalações de arenitos e folhelhos que constituem o 
Membro Redonda. Enquanto a porção superior, 
denominada Membro Porto do Mangue, é 
essencialmente argilosa com a presença de arenitos 
estuarinos, além de margas e calcilutitos, depositados 
em ambientes transicionais a francamente marinhos. 
Neste trabalho, o ponto de partida foi a descrição 
litoestratigráfica,  a análise seqüencial dos 
testemunhos de três poços e a definição do modelo 
geológico conceitual. Com base nos dados sísmicos, 

de perfis, além de dados lito/bioestratigráficos, a 
Formação Quebradas foi subdividida em duas 
seqüências deposicionais de terceira ordem, sendo 
reconhecidos os seus limites e respectivos tratos de 
sistemas. A Seqüência A, de idade 
Mesocenomaniana, que foi considerada sem interesse 
para hidrocarbonetos e a Seqüência B, de idade 
Neocenomaniana-Eoturoniana,  que contém os 
reservatórios produtores de óleo. 
 
O Modelo Sismoestratigráfico 
 
O contexto acústico em que ocorrem os reservatórios 
produtores é ressaltado pela presença das duas 
formações de carbonatos, uma sotoposta (Fm. Ponta 
do Mel) e outra sobreposta (Fm. Jandaíra) às 
seqüências constituintes dos objetivos, o que propicia 
um contraste de impedância bastante significativo e 
de fácil identificação nas seções sísmicas (Fig. 2). 
O modelo sismoetratigráfico inclui os depósitos 
deltáicos pertencentes à fase progradacional do Trato 
de Sistemas de Mar Baixo da Seqüência B. Em seção 
sísmica esses depósitos mostram refletores com 
mergulhos fortes representando as linhas de 
progradação das frentes deltáicas e apresentam 
terminações em onlap e downlap sobre a discordância 
que constitui o limite inferior desta seqüência. Os 
deltas desta fase foram submetidos a processos de 
regressão forçada (Posamentier & Allen, 1993). No 
sentido do mergulho deposicional os sedimentos da 
healing phase wedge desenvolvem-se em situação de 
onlap sobre a última clinoforma da fase 
progradacional. Esses sedimentos representam a fase 
inicial do Trato Transgressivo e foram originados a 
partir da erosão e resedimentação dos depósitos 
deltáicos da fase anterior. Os dois reservatórios 
portadores de óleo denominados zonas QB-10 e QB-
20 são constituídos de arenitos deltáicos com forte 
retrabalhamento por marés. Em um arcabouço 
estratigráfico de alta resolução, esses arenitos fazem 
parte de um conjunto de parasseqüências com 
empilhamento progradacional, cujo limite individual 
superior é marcado abruptamente pela presença de 
folhelhos e siltitos de plataforma, os quais 
representam as superfícies de inundações de cada 
uma das parasseqüências (Fig. 3). 

 
Inversão Sismoestratigráfica 3D 
 
O volume de dados sísmicos utilizado é constituído 
de 157 inlines e 201 crosslines, ocupando uma área 



Modelagem Sismoestratigráfica 3D  
de 19.5 km2   e totalizando mais de 30 mil traços de 
informações sísmicas, que posteriormente foram 
correlacionadas com os 6 poços existentes na área. As 
amarrações entre os dados de poços e os dados 
sísmicos beneficiaram-se da existência de 2 WST´s, 
além de perfís sônicos e densidades em todos os 
poços.  A amarração também foi auxiliada  pelo fato 
de os contrastes de impedância entre as principais 
camadas serem bastante distintos, gerando refletores 
com caráter distintos e fortes amplitudes.  
Após o ajuste global dos marcadores estratigráficos 
regionais, através  dos perfis acústicos e radioativos 
dos poços, com os dados sísmicos em amplitude, foi 
realizada a interpretação estrutural-estratigráfica das 
seqüências definidas anteriormente. O resultado deste 
mapeamento foi a construção do modelo 
sismoestratigráfico 3D a priori, o qual foi utilizado 
como entrada  na obtenção das imagens 
tridimensionais em impedâncias acústicas (fig. 4).  
O principal tratamento efetuado nos dados sísmicos, 
com o objetivo de uma caracterização mais acurada  
dos reservatórios, é denominado de “Inversão 
sismoestratigráfica” (Johann, 1997). Esta 
metodologia é constituída de seis etapas principais: a) 
calibração quantitativa 3D sísmica-perfis de poços; b) 
deconvolução de fase zero; c) interpretação estrutural 
e estratigráfica regional dos dados sísmicos 3D; d) 
modelagem 3D em impedância acústica; e) inversão 
sismoestratigráfica 3D e, finalmente,   f) interpretação 
detalhada das imagens em impedância acústica e em 
refletividades associadas 
 

 
Modelagem Geológica 3D  
 
A metodologia utilizada para construção do modelo 
numérico 3-D consiste em simular o reservatório em 
duas etapas. A primeira corresponde à elaboração de 
um modelo para distribuição espacial de fácies 
sedimentares dentro de um arcabouço estratigráfico 
de alta resolução. De posse deste modelo, a etapa 
seguinte consiste em popular as células com valores 
de porosidade e permeabilidade correspondentes a 
cada uma das fácies.  A técnica utilizada foi o método 
das funções aleatórias Gaussianas truncadas (Souza 
Jr., 1997) que permite a realização de simulações que 
honram os dados de poços e são condicionais à 
informações sísmicas possuidoras  uma boa 
correlação com propriedades intrínsecas do 
reservatório. 
 
Conclusões 
 

A Formação Quebradas foi subdividida em duas 
seqüências deposicionais de terceira ordem, sendo 
reconhecidos os seus limites e respectivos tratos de 
sistemas, designadas: Seqüência A, de idade 
Mesocenomaniana e Seqüência B, de idade 
Neocenomaniana-Eoturoniana. 
 A impedância acústica média de cada 
parasseqüência, foi o atributo sísmico guia usado para 
obtenção volumétrica da porosidade e da 
permeabilidade dos reservatórios. 
A modelagem sismoestratigráfica 3D permitiu a 
obtenção dos seguintes produtos para fins de 
cubagem e avaliação da jazida: volumes 3D com 
topo, base e espessuras de cada parasseqüência, aqui 
consideradas como camadas para efeito de simulação 
de fluxo; volumes 3D da distribuição de parâmetros 
de reservatório, como: porosidades e 
permeabilidades. 
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Figura 1 - Seção sísmica (DIP) mostrando o pacote sedimentar atravessado pelos poços na área. LseqB = Limite 

inferior da Seqüência B; Z.QB-10 =  Refletor correspondente ao topo da Zona QB-10; CPS = Discordância do 
Campaniano Superior (pré-Ubarana). 

 

 
Figura 2 - Inline 4747. Seção sísmica ilustrando o modelo sismoestratigráfico. Os arenitos deltáicos são 

constituintes do Trato de Sistema de Mar Baixo (fase progradacional), enquanto que os turbiditos de plataforma 
(thin-bedded turbidites) fazem parte da fase inicial do Trato Transgressivo (healing phase wedge). 
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Figura 3 - Seção geológica ilustrando a subdivisão da Formação Quebradas em duas seqüências deposicionais 

com seus limites e respectivos tratos de sistemas. Observar o empilhamento progradadacional das parasseqüências no 
Trato de Sistema de Mar Baixo (TSMB) da Seqüência B.  
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Figura 4 - Inline 4772. Seção de impedância acústica mostrando em detalhe a geometria clinoforme dos 
reservatórios produtores.  
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Abstract

We study propagation of the SV- and SH-waves,
generated by a concentrated force in unbounded
transversely  isotropic (TI) homogeneous media,
in the direction close to the axis of symmetry of
the media. This problem in known in geophysics
as the problem of kiss singularity. Our approach is
based on numerical analysis of the high-frequency
asymptotics of  the SV- and  SH-waves in TI
media in a vicinity of the axis of symmetry,
recently obtained by Popov (2001). These
formulas provide smooth transition of the qS-
wavefield from a vicinity of the axis, where ray
method fails, to the ray formulas for the SV- and
SH-waves, which are valid on some distance from
the axis.
We present time-pulse propagation of the coupled
SV-and SH-waves and their splitting with
increasing of the distance to the symmetry axis. A
distortion of the initial time-pulse is observed.

Introduction

Wave propagation problems for homogeneous
anisotropic media are considered as model
problems, which enable one to gain an heuristical
understanding of wave phenomena in general
inhomogeneous anisotropic media, which are
important in geophysics. These problems possess
new features compared to similar problems in
isotropic media and turn out to be more
complicated from the mathematical point of view.
The latter fact is likely to give rise to doubtful
results in geophysical literature. If the velocities
of qS-waves in an inhomogeneous anisotropic
medium coincide at a point we can observe,
basing on linear algebra considerations, that the
respective eigenvalues  and eigenvectors  of the
Christoffel tensor loose, in general, smoothness at
this point. Therefore, we face a singularity
problem in constructing of the successive terms of
the ray series and that means, in fact, a failure of
the ray method in a vicinity of such a point.
In homogeneous TI media the velocities of SV-
and SH-waves coincide on the axis of symmetry
and the corresponding slowness surfaces touch
each other. The eigenvalues of the Christoffel
tensor remain to be smooth but the respective
polarization vectors are not continuous on the

axis. The second term of the ray series gets
singularity precisely on the axis of symmetry.
Therefore, ray theory, at least in the traditional
form, cannot describe correctly the high-
frequency asymptotics of these waves in a vicinity
of this axis. The high-frequency asymptotics of
the SV- and SH-waves in a vicinity of the
symmetry axis was derived from the exact
solution of elastodynamic equations when the
wave field is generated by a concentrated force,
acting in orthogonal to the axis direction, see
Popov (2001).
In this paper we present some results of
propagation in time domain of these waves in a
vicinity of the axis, which are based on the
asymptotic formulas mentioned above.
The problem of kiss singularity was recently
treated by Vavrycuk (1999). The paper is based on
application of ray method in time domain and it
makes an essential difference with our approach.

Basic formulas

We consider a homogeneous TI medium  with the
axis of symmetry directed along x3-axis of the
global Cartesian coordinates x1,x2,x3. The medium
is characterized by the density ρ and traditional
elastic parameters Cjk. The wave field is generated
by a concentrated force located at the origin and
acting along  x1-axis with time-pulse ƒ(t).
For an observation point we use the spherical
coordinates :,, ϕϑs
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refered to the basis vectors of the Cartesian
coordinates.
In frequency domain the asymptotics of the
displacement vector );,,( ωϕϑsU
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, which
corresponds to the qS-waves, is obtained under
the condition:
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Note, expressions (3) and (4) remain to be smooth
functions of the coordinates of an observation
point in a vicinity of the axis of symmetry
including this axis, where θ = 0. With increasing
of θ in eqs. (3) and (4) the first terms start to
dominate and they match with the zero-order
terms of the ray formulas for SV and SH waves,
respectively.
But in the vicinity of the symmetry axis, described
by the condition (1), both the first and the second
items in eqs. (3) and (4) are of the same order and
therefore have to be considered together.

To obtain the displacement vector ( )tsU ,,, ϕϑ
�

in
time domain we have to calculate the Fourier
integral
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where ( ) ωFf is the spectrum of the time pulse
(t)f .

Numerical results

For numerical experiments we  take  time-pulse:

for  ( )  0  i 0    0 <≡≥ t ftfandt , with the
dominant  frequency Hzo 102 ⋅= πω  and the damp
parameter α = 30. It resembles typical time
signals in geophysics and the contribution of low
frequencies to the Fourier integral (6) remains to
be relatively small. Note, if we use a high –
frequency asymptotics of the displacement vector
in the Fourier integral (6), small frequencies give
rise to a systematical error for the wave field

( )txU ,
�

�

 in time-domain.
On the distance s = 500m from the source to an
observation point we get (m/sec) 10s 4⋅=πωo so
that the asymptotic condition ∞→ s ω  is well
fulfilled on the spectral width of the time pulse.
In the first model of TI medium we use the
following values of the elastic parameters C11 =
2,547, C22 = C11; C13 = 1,397; C33 = 1.839; C44 =
0,555; C55 = C44; C66 = 0,672; all values are in
MKS system (1010N/m2); and density ρ = 2440
(Kg/m3) (Faria and Stoffa, 1994).
In this case the curvatures of the SV and SH
slowness surfaces at the kiss points have opposite
signs.
In the second model of TI medium we change
only value of C13 and put C13 = 1,197 in order to
have the same sign for the curvatures of the
slowness surfaces at the kiss points.
The vicinity of the axis of symmetry, where ray
formulas fail, is described by the parameter

ϑωθ    sins= . In our computations it varies from
θ = 0 exactly on the symmetry axis to θ = 44
where the splitting of SV and SH waves can be
observed on graphs.
The results of computations are presented on
figures from (a) to (g). The bold line corresponds

)(4)( 0tsinettf t ωα α ⋅−⋅⋅=





to the total displacement vector ),( txU
�

�

, the
intermediate and thin lines correspond to

( )t,x )( �
�

SVU  and t),x( )( �
�

SHU , respectively. For the
observation points the distance s and azimuth

angle ϕ are fixed, s = 500m and 
4
πϕ = , while the

angleϑ  varies, starting fromϑ  = 0.
Figs. (a), (b), (c) exhibit evolution of U1
coordinate of the displacement vector with
increasing of angleϑ  forϑ  = 0o,ϑ  = 6o andϑ  =
9o, respectively, for the first model of TI medium.
In the vicinity of the axis of symmetry U2

coordinate remains to be about 100 times less in
magnitude and it is depicted on figure (d). In this
case we can observe the splitting of SV and SH
waves atϑ  = 9o

.

Figs. (e) – (g) correspond to the second model of
TI medium and demonstrates U1 coordinates of
the displacement vector for θ = 0o, θ = 9o and
θ =15o, respectively. Coordinate U2 remains to be
very small and is not presented in this case. The
splitting of SV and SH waves turns out to be
slower for that medium and is not observed on the
graphs even for θ = 15o.

Conclusion

The numerical experiments prove that our
approach, based on the asymptotics of the
displacement vector in frequency domain, can be
successfully used for describing the kiss
singularity in TI media in time-domain. We
observe that the displacement vector preserves
essentially the direction of the external force in a
vicinity of the symmetry axis. Precisely on the
axis θ = 0 there is no distortion of the time-pulse
shape, but with increasing of the distance to the
axis we observe the distortion even when the
splitting of the SV and SH waves is very small.
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“Transition Zone (TZ) Seismic Acquisition, Opening New Frontiers Along Brazilian Coastlines”

Figure 2: Recovered volumes of oil and gas from sedimentary basins around the Atlantic Ocean margin
(After PetroConsultants 1996).

UK: TZ
Rec Oil 85 mmbo
Rec Gas 190 bcf 

GOM TZ
Rec. Oil 3,151 mmbo 
Rec. Gas 39,935 bcf

Nigeria TZ
Rec. Oil 6,150 mmbo
Rec. Gas 18,400 bcf

Brazil TZ
Rec. Oil 80 mmbo
Rec. Gas 700 bcf

Venezuela TZ
Rec. Oil 500 mmbo
Rec. Gas 310 bcf

Trinidad TZ
Rec. Oil 520 mmbo
Rec. Gas 190 bcf

Congo TZ
Rec. Oil 285 mmbo
Rec. Gas 460 bcf

Angola TZ
Rec. Oil 70 mmbo
Rec. Gas 300 bcf

Netherlands TZ
Rec. Gas 970 bcf

Argentina TZ
Rec. Gas10 bcf

Cameroon TZ
Rec. Oil 240 mmbo
Rec. Gas 2,140 bcf

Gabon TZ
Rec. Oil 230 mmbo
Rec. Gas 215 bcf

Germany TZ
Rec. Oil 205 mmbo
Rec. Gas 2,300 bcf
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Ray systems for propagation of seismic isochrons. Part I: Isochron rays.
Einar Iversen, NORSAR, Norway.

Abstract

A new approach is presented for generation of isochrons,
where propagation of such surfaces is described in terms of
ordinary differential equations. The trajectories subjected to
integration are called isochron rays. As opposed to interpola-
tion based on traveltime tables, multipathing is handled with-
out difficulty. The theory pertains to 3D inhomogeneous
anisotropic media. Among the potential applications are
prestack map migration of traveltime events and Fresnel vol-
ume generation, as well as visualization of the geometric
effects in prestack depth migration. Numerical examples are
included for related isotropic and anisotropic 2D models.

Introduction

A seismic isochron is a surface of potential scattering points
obeying that the total traveltime from a shot to a receiver via
any point on the surface is constant. The isochron is a key con-
cept in many aspects of seismic modelling, inversion, and data
processing.

In prestack depth migration (PSDM) the isochron concept is
commonly used in an implicit way, where local information
about isochron elements is retrieved from Green’s functions
for the shot and receiver, tabulated on rectangular or cubic
grids. Another technique utilizing isochrons is prestack map
migration (PSMM), where the objective is to obtain reflection
points from the knowledge of observed traveltimes and corre-
sponding slopes (Gray and Golden, 1983; Iversen and Gjøyst-
dal, 1996). PSMM gives a visualization of the geometric
effects in PSDM, to a low cost. Isochrons also have impor-
tance in methods for estimation of parameters constituting a
seismic velocity model. A perturbation of a model parameter
will lead to a corresponding change in the position and shape
of an isochron. Furthermore, techniques for understanding and
improving the resolution of seismic imaging have been
exposed to increased focus in the latest years. In this respect,
construction and analysis of Fresnel zones and Fresnel vol-
umes (Cerveny and Soares, 1992) are essential.

A main objective of the current work has been to establish ray
systems capable of propagating isochrons in a similar way as
wavefronts are propagated by conventional rays. The theory is
presented in two separate papers. Part I considers the case
when the velocity model is fixed. In part II the velocity model
is allowed to vary continuously, for fixed isochron times.

Theory

A complete scattered ray connecting a shot and a receiver can
be divided in two portions, the shot and receiver ray. The
parameter vectors describing the takeoff of such rays from the
shot and receiver are denoted and

, where superscript T means vector transposi-
tion. The ray parameters may typically be components of the
initial slowness vector, or takeoff angles. Furthermore, I con-
sider a position , situated on an isochron at
time . The position is then equivalently described by the
extended ray parameter vectors

, . (1)

Here, and denote the shot and receiver ray traveltimes,
which must fulfil . At the common end point
of the shot and receiver ray I shall need the slowness vectors

and , as well as the corresponding group velocity vec-
tors and . The isochron slowness vector is then simply

.

Moreover, conventional dynamic ray tracing (Cerveny,
1985,1995) yields 3 x 3 matrices of geometrical spreading
related to the shot and receiver ray, denoted  and ,

, , (2)

and corresponding ‘slowness spreading’ matrices

, . (3)

Provided that the position is not situated in a caustic of the
shot or receiver ray field, the knowledge of the matrices in (2)-
(3) enables us to obtain 3 x 3 matrices of second derivative of
traveltime,

, . (4)
The corresponding matrix of second derivatives of isochron
time is

. (5)

An isochron at time shall be represented in a similar way as
a conventional wavefront, i.e., by two parameters

, so that the isochron position and slowness
are uniquely determined by . In this framework, a

definition of an isochron ray as a trajectory for which is con-
stant follows naturally. The resulting functional relationships

 and  are approximated to the first order by

, (6)

. (7)

Analogously to a conventional wavefront the isochron phase
velocity is defined by . Moreover, can
be interpreted as an isochron group velocity vector, pointing inγ s γ 1s γ2s,( )T=

γ r γ 1r γ 2r,( )T=

x x1 x2 x3, ,( )T=
T x

γ s
ˆ

γ 1s

γ 2s

Ts

γ s

Ts

= = γ r
ˆ

γ1r

γ2r

Tr

γ r

Tr

= =

Ts Tr
T Ts Tr+= x

ps pr
Vs Vr

p ps pr+=

Q̂s Q̂r

Q̂s
γ s
ˆ T∂

∂xs≡ Q̂r
γ r
ˆ T∂

∂xr≡

P̂s
γ s
ˆ T∂

∂ps≡ P̂r
γ r
ˆ T∂

∂pr≡

x

M̂s P̂sQ̂s
1–

= M̂r P̂rQ̂r
1–

=

M̂ M̂s M̂r+=

T

γ γ 1 γ2,( )T= x
p γ T,( )

γ

x γ T,( ) p γ T,( )

xδ
γ T∂

∂x γδ
T∂

∂x
Tδ+=

pδ
γ T∂

∂p γδ
T∂

∂p
Tδ+=

v p 1–≡ V x∂ T∂⁄≡



Isochron rays

the direction of the isochron ray. The direction and modulus of
depend on the choice of representation for . The vector

has a corresponding meaning for an isochron as
for a conventional wavefront.

As shown by Iversen (1996, 2001) it can be fruitful to repre-
sent an isochron by the parameters of the shot ray
field, of the receiver ray field, or a combination of the
two. Such representations are of importance in map migration
of prestack traveltime events corresponding to a common
receiver gather, shot gather, and offset gather of seismic traces,
respectively. In the shot and receiver ray representations the
isochron group velocity vector becomes

, . (8)

Furthermore, in the combined ray field approach a perturba-
tion in  is required to satisfy

 ; (9)

, . (10)

A local coordinate system, the so-called tangent plane system,
is established at a certain isochron position, say . The local
coordinate vector is denoted

. (11)

The coordinate axes and form a tangent plane to the
considered isochron through , and the transformation from
local to global coordinates is

. (12)

It was shown by Iversen (1996, 2001) that tangential compo-
nents of isochron group velocity are connected by

; (13)

, . (14)

The 2 x 2 matrices and have a close connection to the 3
x 3 geometrical spreading matrices and in (2). For
transformation formulas, see Hubral et al. (1992).

To the first order, the normal component of group velocity is
equal to the isochron phase velocity,

, (15)

i.e., the normal component is independent of the choice of rep-
resentation. Transformation of the components in (13) and
(15) to global coordinates, using (12), yields

. (16)

Based on the first order theory above I construct a system of
ordinary differential equations (ODEs) for isochron rays:

, , (17)

, . (18)

The system consists of twelve equations in the case of general
propagation in a 3D velocity model. When ray propagation is
confined to a plane, the number of equations can be reduced to
eight.

The basic primitive in numerical solution to ODE systems is a
subroutine F for evaluation of the right-hand
side of the equations. On input, one provides the independent
variable (here the isochron time ) and the array of dependent
variables, here . As output, the correspond-
ing derivative is returned. For each call to F I re-trace
the shot and receiver ray according to the input in and ,
using conventional kinematic and dynamic ray tracing.
Thereby I obtain all the quantities
needed to evaluate . It should be noted that the isoch-
ron ray system (17)-(18) has redundant information, so by
reducing the number of equations the integration of ODEs can
be done more efficient. On the other hand, redundancy can be
valuable for error control.

In order to start numerical integration of (17)-(18) a shot/
receiver ray pair must be known. Data for this pair can be
obtained in various ways. One approach is to look up tabulated
Green’s function data for the shot and receiver ray fields at a
grid point, eventually to perform interpolation based on such
data. Another possibility is to obtain an initial ray pair by
PSMM. Here, however, I consider initialization of

either at the shot or at the receiver. Before-
hand, conventional two-point ray tracing or wavefront con-
struction is applied to obtain the possible realizations of the
shot ray, traced versus the receiver, and vice versa. This gives a
number of initial shot/receiver ray pairs where one of the rays
is degenerated (see figure 1). The degenerated ray consists of
just a single point where the ray parameters can be chosen
freely. For an isochron ray starting at the receiver, is the
receiver position, is the ray parameters of the initial shot
ray, and the traveltime of this ray. For the degenerated
receiver ray we specify two ray parameters . An initial
slowness vector can then be established from the slowness
surface at . In this context, denotes the slowness vector
of the arriving shot ray at , so the initial isochron slowness is

. Since  at  we have .

It is important to note that the isochron time T is not always
suited as the independent integration variable. During its prop-
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Ws Wr+( )
T∂

∂z
γ sr( )

Ws T∂
∂z

γ s( )

Wr T∂
∂z

γ r( )

+=

Ws SBs
1–

= Wr RBr
1–

=

Bs Br
Q̂s Q̂r

T∂
∂z3 v=

V
γ sr( )

Ẑ
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Isochron rays

agation, isochron rays can become tangential to the ‘wave-
front’, which means that the modulus of the group velocity
vector blows to infinity. Therefore, I have also formulated a
special version of (17)-(18) where T is a dependent variable
and distance is the independent variable. After tracing a given
distance the ray is divided in portions along which the isoch-
ron time varies monotonously, followed by resampling to the
prescribed output times.

Examples

The theory above has been formulated for isochron rays in 3D
anisotropic media. Here I show examples for ray propagation
confined to a plane, using the velocity parameterization for TI
models introduced by Thomsen (1986). The required parame-
ters for propagation of qP- and qSV-waves are the vertical P-
and S-velocities vP and vS, as well as the dimensionless anisot-
ropy parameters ε and δ. Isochron ray tracing is demonstrated
in figure 3, for four related velocity models. Model A is homo-
geneous and isotropic with vP = 2.5 km/s, vS = 1.0 km/s.
Model B is VTI with parameters ε = 0.1, δ = -0.1; see the cor-
responding phase velocity variation in figure 2a. The models A
and B have the same isotropic component. In the models C and
D the constant functions for vP and vS have been replaced by
linearly increasing velocity with depth (figure 2b).

The isochron rays shown obey the PS ray code, where the shot
and receiver ray propagate in qP and qSV mode, respectively.
The isochrons are represented by the combined ray field
approach, using horizontal midpoint slowness pm as ray
parameter. Each isochron was sampled with a constant incre-
ment 0.02 s/km in pm. The propagation was continued from
the degenerated situations until time 4.0 s. The isochron at
time 3.0 s in model B was selected as a ‘source’ for later gen-
eration of velocity rays, see part II. Note especially the two
triplication zones, where the isochron rays become strongly
nonlinear. The triplication zones are clearly narrowed after the
introduction of vertical velocity gradients (model D).

Conclusions

A method is described for generation of isochrons and associ-
ated trajectories, called isochron rays. Multipathing comes
naturally, similarly as in conventional ray tracing. Thereby, we

avoid the difficulty of identifying branches when shot and
receiver ray data are pre-stored on a grid. Among the potential
applications are map migration of traveltime events and gener-
ation of Fresnel volumes. Furthermore, the isochron propaga-
tion technique is well suited for visualization of geometric
effects in PSDM. An interesting future task could be to inte-
grate the isochron propagation approach as an engine in
PSDM, with the objective to improve handling of multipathing
and image resolution.
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Figure 1.  Initialization of an isochron ray at the receiver.
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Isochron rays

Figure 2. Inhomogeneous VTI model. a) Phase velocities of the qP-mode (red), the qSV-mode (solid green), and SH (dashed
green) at zero depth. b) Vertical P-velocity (red) and S-velocity (green) as functions of depth.

a) b)

Figure 3. PS isochron rays for offset 2.0 km in four velocity models, propagated from degeneration to 4.0 s. The combined ray
field representation was used, with horizontal midpoint slowness pm as ray parameter. Rays in all plots correspond to the same
regular sampling in pm, with increment 0.02 s/km. The increment between isochrons is 0.5 s.

PS isochron rays

B: Homogeneous VTI model

C: Inhomogeneous isotropic model D: Inhomogeneous VTI model

A: Homogeneous isotropic model



Ray systems for propagation of seismic isochrons. Part II: Velocity rays.
Einar Iversen, NORSAR, Norway.

Abstract

A system of ordinary differential equations is obtained for
numerical integration of velocity rays in 3D inhomogeneous
anisotropic media. The velocity ray field describes the changes
in isochron positions and slowness vectors when a model
parameter is allowed to vary. Generation of accurate velocity
rays has a potential in sensitivity studies, velocity model
updating, and in propagation of Fresnel volume boundaries
and seismic depth images.

Introduction

Perturbation of a parameter of the velocity model will lead to a
corresponding change in positions and slowness vectors of an
isochron. The isochron positions then propagate along trajec-
tories where the model parameter serve as an independent
variable. In compliance with the work of Adler et al. (1997) I
refer to such trajectories velocity rays. Following Hubral et al.,
1996, the associated surfaces of constant model parameters are
called image wavefronts.

Furthermore, in two papers by Iversen (1996, 2001) first order
approximations to velocity rays were established for isotropic
and anisotropic velocity models, respectively. Several compar-
isons of approximate and exact velocity rays indicated that the
first order approach was, with some exceptions, sufficiently
accurate for practical applications. First order theory has been
successfully applied recently in estimation of anisotropic
model parameters (Iversen et al., 2000) and for propagation of
seismic depth images (Adler, 2000). However, in some situa-
tions exact velocity rays show a strongly nonlinear behavior,
which may lead to problems in applications using a first order
approach. With this as a start point an objective of the current
work was to establish a method for accurate numerical calcula-
tion of velocity rays.

Theory

When a parameter of the velocity model is perturbed, an
isochron position and the associated slowness vector will
be perturbed accordingly. Model parameters considered for
perturbation shall be collected in a vector

(T means vector transpose), and ,
 are expressed as functions

, . (1)

As in part I, presented as a separate paper, the entire ray from
shot to receiver is divided into a shot and receiver ray with
extended ray parameter vectors and . Furthermore, I
need access to slowness vectors, geometrical spreading matri-
ces, and slowness spreading matrices;

. (2)

These quantities are standard output from conventional kine-
matic and dynamic ray tracing.

When model parameters are allowed to vary, the end point and
corresponding slowness vector of the shot and receiver ray can
be stated as functions

, , (3)

, . (4)

Following Iversen (1996, 2001), first order perturbations in
isochron position and slowness can be expressed conveniently
in terms of derivatives corresponding to independent perturba-
tion of the shot and receiver ray;

, , (5)

, . (6)

Such derivatives are natural output when applying ray pertur-
bation theory (Farra and Madariaga, 1987; Farra and Le Bégat,
1995) along the two rays. Note that the differentiation corre-
sponds to fixed ray parameter vectors , , as well as fixed
traveltimes , . Alternatively, if the common ray end point

is kept fixed during the model perturbation, perturbations
will be imposed on , , , and . We can then obtain
so-called fixed point derivatives;

, , (7)

, . (8)

Since and , the fixed point deriva-
tives for the isochron time and slowness become

, (9)

. (10)

The perturbation relations (6)-(7) in part I can now be
extended to take into account model perturbations;

, (11)

. (12)

In the context of the current work the image wavefront shall
always be an isochron. Thereby, a velocity ray is a trajectory
for which the isochron time is fixed and is constant. The
vector is tangential to a velocity ray for .
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Velocity rays

The quantity has a corresponding meaning for
velocity rays as for isochron rays (or conventional
rays).

Expressions for and were derived by Iversen (1996,
2001). The latter vectors clearly depend on the representation
chosen for the isochron. When  and  we have

, . (13)

Here, the group velocity vectors and are given by
equation (8) in part I. As illustrated in figure 1, and
denote projections along the perturbed shot and receiver ray
onto the isochron tangent plane, with derivatives given by

, . (14)

In the combined ray field approach to representation of isoch-
rons (see part I), the tangential components of the vector is
related linearly to the corresponding components in the shot
and receiver ray representations, i.e.,

. (15)

The normal component of  can be written

, (16)

and is thus independent of the chosen representation. Transfor-
mation of the components in (15)-(16) to global coordinates
gives

(17)

From the theory above a system of ODEs is obtained for
velocity rays:

; , (18)

; . (19)

The system comprises twelve equations, which can be reduced
to eight in the case of 2D ray propagation. The fixed point
derivatives in (19) are given by

, . (20)

Similarly to solving the isochron ray system (17)-(18) in part I,
a basic subroutine F is needed for evaluation
of the right-hand side of the velocity ray system (18)-(19). For
each call to F the shot and receiver rays are re-traced accord-
ing to the input in and . The ODE system for the shot and
receiver rays comprise i) kinematic ray equations, ii) dynamic
ray equations, and iii) ray perturbation equations. As a result
of the re-tracing we therefore get the quantities

needed to obtain
. Observe that the system (18)-(19) contains redun-

dant information, but this can be useful for error control.

In order to initialize the velocity ray system a shot/receiver ray
pair must be known. Data for this pair can be obtained from
Green’s function data tabulated at grid points. Alternatively,
one may use data generated by the isochron
ray tracer. Initialization is normally simpler for velocity rays
than for isochron rays, since degenerated shot or receiver rays
need not be considered.

Examples

Examples of numerically integrated velocity rays are shown in
figure 2 for the parameters vP, vS, ε, and δ of a homogeneous
VTI model (model B in part II). Details about the velocity
parameters are given in table 1. The width of the triplication
zones changes dramatically with the various parameters, and
the velocity rays are far from linear in those regions. Also note
the increase in ray curvature with increasing isochron dip.

Conclusions

The developed approach for tracing of velocity rays should be
well suited for use in sensitivity studies and velocity model
updating. Especially, it is expected to handle cases when a first
order approach is inadequate. Other applications are accurate
propagation of Fresnel volume boundaries and seismic depth
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Figure 1. Independent perturbation of the shot and receiver
ray, when keeping the ray parameters and traveltimes fixed.
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Velocity rays

images as a function of a model parameter.
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Table 1. Sampling along the velocity rays in figure 2.

Velocity
parameter

Reference
value

Sample
interval

# steps in
negative
direction

# steps in
positive

direction

Vertical P-
velocity (vP)

2.5 km/s 0.1 km/s 5 5

Vertical S-
velocity (vs)

1.0 km/s 0.04 km/s 5 5

Thomsen’s
epsilon (ε)

0.1 0.05 2 4

Thomsen’s
delta (δ)

-0.1 0.05 2 4



Velocity rays

Figure 2. PS velocity rays for parameters vP, vS, ε, and δ related to a homogeneous VTI reference model. The isochron time is
3.0 s; the offset is 2.0 km. The combined ray field representation was used with horizontal midpoint slowness pm as ray param-
eter; sampling interval 0.02 s/km. Positive and negative ray directions are indicated. Details about the velocity parameters are
given in table 1.

Parameter vP
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