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Abstract

The displacement wave equation in three dimensions is
numerically solved in a cylindrical geometry with axial
symmetry. The studied area is closed; of course, the radio
and the height are finite. A media matter fills out the
cylinder, such that a perfect elastic way is achieved. The
media is equally divided in triangular elements equally
distributed and with the same dimensions. In each
element, the two components of the displacement are
calculated in the three vertexes. The distribution of
displacements in the considered geometry is obtained
then through the composition of the same ones, made
calculations in each element. The temporary variations of
these distributions are obtained then approximately
through an outline of finite differences.

Introducao

Uma etapa importante na obtencdo de modelos de
prospecg¢do sismica e principalmente de perflagem
acustica consiste em simular o efeito da presenca de um
meio acustico perfeito (fluido) junto com um meio
perfeitamente elastico (rocha) na propagacédo de ondas.
No fluido, por uma questdo de simplicidade, considera-se
apenas a propagac¢do da pressdo. J& no meio elastico,
trabalhar com a tensdo significaria  manipular
simultaneamente trés variaveis (componentes da tenséo
) 0 que levaria inevitavelmente a considerar todas as
componentes da equacdo da onda. Em modelos que
admitem uma simetria cilindrica, tais como os do tipo
poco-formacdo, uma abordagem que utilize 0s
deslocamentos poderia introduzir uma significativa
simplificacéo, reduzindo o nimero de variaveis para duas
componentes e, consequentemente, o numero de
equacdes necessarias, i.é, duas equac¢des da onda, uma
para o deslocamento radial e outra para o longitudinal.

Neste trabalho, focalizaremos a aten¢do no estudo da
propagacao das ondas elasticas em meios homogéneos
e isotropicos assumindo uma simetria cilindrica perfeita
alada a auséncia de deslocamentos azimutais. O
modelo em questédo parte das equacdes de movimento
em coordenadas cilindricas simplificadas para uma
geometria axisimétrica ou seja:

3((}|+rz;z) 0 (rurwlauzng(auz+au,j+fr g

or o ) Talor & Q)
a(Ao aU,\ ua( au, au :

— == (U)+(A+20)—2 |[+=—|r—2+r—L |+1,=
az(rar( H ”)azj rar( or 62) =AU

A Geometria utilizada pode ser visualizada na Figura
(1), onde notamos que a fonte possui também uma
simetria cilindrica e que a sua componente em z néo
esta presente.
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Figura 1 : Modelo geométrico de uma regiao cilindrica
preenchida por um meio elastico. A regido simula uma
secdo de rocha de comprimento 2h e raio ro. Nesta
geometria, serd obtida uma solugdo numérica da
equacdo da onda na forma de deslocamento.

SolugBes analiticas elasticas em coordenadas cilindricas
da equacao da onda em deslocamento ndo séo faceis de
serem obtidas. Alguns autores preferem trabalhar em
coordenadas esféricas quando se trata de meios
homogéneos, onde a solucdo assume a forma
u= f(r,zt)/r. Foiassim que Sharpe (1942) e Blake
(1942) obtiveram uma solugdo puramente compressional
devido a excitacdo do meio elastico por uma cavidade
esférica. Posteriormente, White (1965) estudou a geragdo
dos campos de pressdo e deslocamentos devidos a
acdo de diversos tipos de fontes. Por outro lado, é na
presenca de geometrias heterogéneas que se observa a
complexidade das solu¢Bes analiticas. O trabalho de
Tsang and Kong (1979) é um exemplo tipico, mesmo
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adotando uma fonte pontual. A presenca da interface
introduz um problema adicional de continuidade e o
acoplamento entre fluido e sélido exige o uso de
potenciais de Helmohotz (Graff, 1975), a fim de
simplificar a obtencao da solucao geral.

Pensando numa forma de trabalhar diretamente com as
componentes da equac¢éo da onda (1), somos remetidos
diretamente ao uso de uma metodologia que trabalhe
com solucdes aproximadas, ou seja, uma abordagem
numeérica. Pela técnica de elementos finitos, as funcdes
deslocamento radial e longitudinal ndo sdo obtidas em
todos os pontos do espago e sim hum numero finitos de
pontos que sdo denominados nds. Estas fungfes sdo
substituidas por um conjunto de fung¢8es interpoladoras.
Uma integracao é entdo efetuada nas componentes da
equacdo da onda tendo-se como base a regido
discretizada (Desay, 1979). O resultado é um sistema de
equacdes diferenciais ordinarias lineares de segunda
ordem que pode ser resohido por um método
convencional qualquer (Reddy, 1993). Normalmente
utiliza-se o método de diferencas finitas centrais devido a
sua faciidade de implementacdo e a sua faclil
convergéncia.

Finalmente, o objetivo final deste trabalho é obter uma
solucdo por elementos finitos da equagcdo da onda em
deslocamento num meio homogéneo e elastico, excitado
por uma fonte pontual. Esta solugdo numérica sera
comparada com uma solu¢do analitica classica para o
problema da propagacéo de ondas em meios elasticos
White (1974). Esta metodologia serd o ponto de partida
para a implementa¢cdo de uma abordagem mais completa
qgue vise o estudo de propagacdo de ondas em meios
heterogéneos isotropicos e anisotropicos.

Metodologia

Neste trabalho, queremos resolver a equagédo da onda
numa regido cilindrica de altura 2h e raio ro. A regido é
totalmente preenchida por meio elastico de densidade P
e parametro de Lamé A e compressibilidade p (Figura 1).
No ponto de coordenadas (r=0,z=0) uma fonte pontual
transiente no tempo excita 0 meio. Podemos representar
o cilindro como uma regiéo plana €2 no espago <xyz> que
sofre uma rotagéo em torno do eixo z.

Q=(x=0)N(y=0)N(y<r,)N(z=-h)N(z<h)- (2)

Em coordenadas cilindrica, a regido obtida pela rotagdo
de Q é definido por QT , ou seja:

QT =(r<r)N(r=0)N(zsh)N(z=-h)N(@=0)N (6 < 2m)-
O problema a ser resolvido numericamente consiste das

equacdes (1) sujeita, as seguintes condi¢cdes iniciais e de
fronteira:

U,(r,z,0)=U,(r,z,0)=0,t =20
U, (ry, zt) -0
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Comecamos o procedimento por dividir a regidgo Q' em
n sub-regides triangulares Q°. Por uma questdo de
simplicidade e de simetria do problema, assumiremos
que as regides Q° possuem a mesma area e as mesmas
dimensdes. Em cada vértice do triangulo definimos os

. e e wn 2 ,
deslocamentos nodais U, €U, onde “" é o nimero

do vértice e “e” é o elemento em questdo. Como o
sistema de coordenadas é o cilindrico e a regido é axi-
simétrica, os campos de deslocamentos independem do

angulo azimutal 8, e discretizacdo da regido Q" assume
um carater “2D", ou seja, € como se estivéssemos
trabalhado sobre a regido plana. Na Figura 2 podemos
observar o aspecto da regido discretizada.
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Figura 2

Regido Q' discretizada com 8 elementos de areas
triangulares idénticos. No n6 4, cuja coordenada é
(r=0,z=0), uma fonte pontual excita o0 meio fluido. Embora
a regido estudada seja 3D, a discretizagdo assume um
carater 2D, uma vez que Q' possui simetria cilindrica e P
independe da coordenada 6.

Como se pode observar na equacéo (1), a fonte possui
componentes em r e z. Como queremos simular uma
fonte pontual do tipo monopolo, devemos considerar
apenas a componente r. Integrando (1) em relagcdo ao
volume V considerado, segundo o procedimento padrdo
do método de BUBNOV-GALERKIN para a discretizagdo
(com elementos triangulares) de uma regido cilindrica
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axisimétrica, obtemos as seguintes matrizes locais de
rigidez e massa respectivamente:
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Finalmente, a equacdo da onda discretizada assume a
forma de um sistema de equac¢des diferenciais ordinarias:

ne
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deslocamentos radiais e longitudinais, as suas
respectivas derivadas segunda no tempo e a fonte. Nota-
se que um Unico vetor armazena ambas as solugdes para
deslocamento j& que o método dois graus de liberdades.

Os vetores [ f]marmazenam os

A solucéo para deslocamento no dominio do tempo

A equacdo (5) é na verdade um sistema de equacdes
diferenciais ordinarias do tipo linear de 2% ordem, que

T
resolve o problema do deslocamento em Q' , somando

e
solugBes obtidas em cada sub-regido elemento Q .
Entretanto, o somatdrio pode ser colocado na forma de
um sistema global que contabiliza a contribuicéo total de
cada elemento. Desta forma reescreveremos (5) na
forma de um sistema anico global, ou seja:

(Koo [U ], = [Kasla 0]+ 22K, (6)

A equacéo (6) é entdo reescrita usando-se um esquema
de diferencas finitas centrais

1.}, =<m2[KGJ;;[KGd1N +2f[u],} + -
e ae (k] (K], (U]

Para resolvermos a equacado (7) temos que ter duas
aproximagbes para as componentes do vetor
deslocamento. O problema de propagacdo de ondas
abordado neste trabalho imp6e que as func¢bes
deslocamento, tenséo e pressdo sejam causais, ou seja,
se o sinal da fonte é detectado a uma distancia d>0 é
razoavel supor que:

t<%:>ur(r,z,t)=uz(r,z,t)=0' (8)

A equacdo diferencial (2), na forma analitica, juntamente
com a condi¢ao inicial (6), € denominada “Problema de
Cauchy”, e se levarmos em consideracdo as condi¢cBes
nas bordas da malha, teremos um problema tipico de

valor de contorno. Na forma discreta, a condi¢c&o inicial
(6) pode ser reescrita como:

{[V]..},={[0],.}. 9)
{ul,a}, ={0].}-

Exemplos

Nos resultados que serdo mostrados a seguir, a equagao
da onda na forma de deslocamento, resolvida
numericamente, assume a forma ndo homogénea onde o
termo f (r, Z, t) representa uma fonte pontual com uma
distribuicdo mostrada nas condi¢des de contorno (3). Por
definicdo a condicdo Neumam é assumida; logo, é
possivel perceber o problema numérico que isto acarreta.
Para minimizar as indesejaveis reflexdes no final da
malha substituimos as condi¢cdes de Neuman por duas

novas condicGes a serem aplicadasem I =[;:

(i+ pajU =0
ot 0

(i +VsijuZ =0
ot or

(10)

As novas condi¢des de fronteiras mostradas em (10) séo
denominadas de fronteiras absorventes (Higdon 1991) e
tem como objetivo minimizar as reflexdes na fronteira

I' =I,devido as chegadas das frentes de ondas P e S,
respectivamente.

A solugcdo numérica é entdo comparada com uma
solucao analitica obtida por W hite (1965):

.
U, = A_[ g (U, (r-t)dr
0

, (1)

ondeU,, = a pJ(t'),

g(t) é a distribuicio da fonte no tempo mostrada em

(3), URH € a solugdo devido a excitacdo devido uma
funcdo do tipo degrau unitario no tempo, Vp é a
velocidade da onda P e a é o raio da cavidade esférica.
Como observado em (11) a solugdo encontra-se em
coordenadas esféricas. Para compararmos com a
solucdo numérica € necessario converter a solugdo
analitica para coordenadas cilindricas, o que é feito
numericamente calculando o angulo entre o raio vetor

R= \/I’2 +7° e 0 eixo r no sistema de coordenadas
cilindricas e, a seguir, decompondo U, em U, eU,.
A FIGURA 3 mostra uma seqliéncia de “SNAPSHOT'S”

referente & propagacao das frentes de ondas P e S. Na
sequiéncia, comeg¢ando na primeira linha da esquerda
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para direita, observam-se duas frentes de ondas que se
propagam com velocidades distintas. A primeira frente,
mais rapida trata-se da onda P e a segunda, que
aparece como uma semicircunferéncia menor, se
propaga com uma velocidade mais baixa. Na segunda
linha o segundo e o terceiro quadro mostram um efeito
residual de reflexdo no final da malha. Este efeito deve-
se ao fato de que as condi¢cfes absorventes adotadas

desprezarem o efeito da onda P em U, e da onda S em

Ur. As dimensbes da malha foram projetadas
proporcionalmente de forma a evitar a chegada da onda
S na borda I =I,. Pode-se demonstrar que as

condicdes mostradas em (10) ndo sdo apropriadas para
absorver as frentes de onda S .

Na FIGURA 4, temos uma seqiiéncia de sismogramas
sintéticos referente a chegada da onda P nos receptores
a 84, 105 e a 127 cm da fonte. Estes sinais foram
gerados por uma malha com 101 nésem r e 301 nés em
z. A regido discretizada possui dimensbes r=1.0 m e

z=3.0 m. O At utilizado foi de 0.8*10°ms e a
frequéncia da fonte € de 10KHz . Estes valores séo
suficientes para minimizar os problemas de alias e
dispersdo numérica, uma vez que eles satisfazem a

relagéo de estabilidade (X:%Si Ar=07)-

Ar T2
Entretanto, devemos salientar que este critério néo
impede o aparecimento de freqléncias parasitas, que
podem ser observadas ao longo de todos os
sismogramas, como uma pequena ondulagdo que
acompanha todo o tragcado das curvas. Estas frequéncias
parasitas s6 podem ser eliminadas ao custo de uma
discretizacdo bastante acentuada, o que nos leva a
considerar o custo beneficio com relagdo ao tempo e
recursos computacionais. Um outro ponto que merece
destaque € a comparacao com a solugéo analitica. Uma
vez que esta Ultima foi obtida pela convolugdo da
resposta ao degrau unitario com a distribuicdo temporal
da fonte, o sismograma analitico jamais chegara a zero;
isto pode ser observado nas figuras dos sismogramas
antes do tempo de preenchimento (“zeropadding”), i.é.,
para todo t<1.25ms. Na verdade a comparagéo da
solucdo analitica do tipo cavidade esférica com a solugéo
pontual em elementos finitos s6 tem efeito pratico se
considerarmos 0s sinais como parte do denominado
campo distante. Proximo da fonte (campo pr6ximo) os
sinais divergem uma vez que na solucdo por elementos
finitos, a fonte situa-se no n6é de coordenadas (0,0),
enquanto que a solucdo analitica s6 é continua para R
esférico maior ou igual a “ao”.

Conclusbes

Este rabalho mostrou que € possivel fazer uma
modelagem numérica de propagacdo de ondas
utilizando-se recursos computacionais convencionais,
desde que sejam obedecidos os critérios matematicos de
convergéncia e estabiidade. As malhas regulares,
confeccionadas com elementos triangulares, se
mostraram perfeitamente aplichveis para a discretizagdo
de espacos homogéneos. Obteve-se, com o método de
Galerkin aplicado ao problema de duas variaveis por né,

uma razoavel eficiéncia na discretiza¢do espacial de uma
regido cilindrica de dimensbes longitudinais e radiais
préxima de um metro por um metro, com uma densidade
de oitenta pontos em cada eixo, o que perfaz uma
densidade de pontos nodais da ordem de 30401, na
malha. Também n&o houve a necessidade de empregar
filtros ou janelas de frequéncias para melhorar a
qualidade do sinal modelado no tempo, uma vez que as
freqliéncias parasitas ficaram restritas a uma amplitude
aceitavel e dentro de uma faixa compativel. Foi
necessaria apenas a aplicacdo de uma janela para
separar a primeira chegada (onda P). Dada a freqliéncia
alta do evento e o meio elastico com velocidade alta, a
discretizagdo temporal no esquema de diferengas finitas
constitui o principal gargalo no processamento das
solu¢gdes numéricas, sem que, no entanto, torna-se a
metodologia inviavel.
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Figura 3: ‘Snaphots” produzidos em um meio homogéneo, elastico e isotropico, excitado por
uma fonte pontual (monopolo). Na sequéncia, observa-se que a medida que o tempo cresce, 0
raio da frente de onda cresce e 0 contraste com o meio diminui, indicando claramente uma
perda de amplitude (mais precisamente energia) e a caracteristica de retardo de U(r,z,t). Neste
modelo foi gerado com uma malha de 1.0mx3.0m com uma densidade de nés na faixa de
101x301. Nota-se também, a presenca de duas frentes de ondas (P e S) com velocidades
distintas.
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Figura 4: Sismogramas sintéticos obtidos em receptores afastados a 84, 105 e 127 cm da fonte,
com uma discretizagdo de 101 pontos em r e 301 em z. Nota-se o casamento na amplitude e na
fase, mas observa-se também um efeito de dispersdo numérica, vista como uma ondulag¢éo que

acompanha toda a curva.
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