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Abstract

The present work deals with the wave equation solution in
the wavelet transform domain. Since there is a sparse
representation of the wavefield in this domain, it is
possible to explore this sparseness to increase the
efficiency of the modeling algorithms. We studied the
wavefield extrapolation for a homogeneous medium and
developed an approximation for the heterogeneous case.
The results were compared to the finite difference
method.

Introdugao

A propagacéo de ondas sismicas € amplamente utilizada
nos processos de modelagem e migracdo. O método de
solugdo por diferencas finitas (Alford, Kelly e Boore,
1974) para a equacéo da onda acustica, principio basico
destes processos, € a abordagem mais difundida, sendo
geralmente tomada como método de prova para a
comparagdo com resultados de novos métodos
propostos. Uma proposigdo mais recente, denominada
deslocamento de fase (Gazdag, 1981), procura resolver a
equagdo no dominio das freqiiéncias, alcangado pela
aplicagéo da transformada de Fourier.

Os métodos de diferencgas finitas, resolvidos no dominio
espago-tempo, utiizam a amostragem do campo de
ondas através da fungdo de Dirac, com boa localizagédo
no espago, porém uniformemente distribuida por todos os
numeros de onda. Os métodos que empregam Fourier,
resolvidos no dominio freqliéncia-numero de onda, usam
a amostragem feita por ondas harménicas, com boa
localizacdo no dominio das frequéncias espaciais
(numeros de onda), mas apresenta baixa resolugéo
espacial devido ao principio da incerteza.

No dominio wavelet, a tarefa de amostragem recai sobre
um grupo de fungbes wavelet, que diferem no
comprimento e na posigdo espacial, e sdo projetadas
para serem localizadas em ambos os dominios expostos.
Esta € uma de suas propriedades em comum com o0s
sinais sismicos, por serem estes de natureza oscilatoria e
transiente, o que permite sua representagao eficiente em
bases wavelet.

A modelagem sismica tradicional (diferengas finitas)
necessita de paralelizagao como forma de distribuicéo de
recursos computacionais para modelos de grande escala.
Entretanto, um dos problemas que reduzem a
performance desta filosofia é a necessidade de
comunicagdo entre os processos sendo computados.

Uma das motivagbes para este trabalho vem da
possibilidade de tornar os processos independentes
utilizando métodos de analise em multiresolugéo, como &
o caso da transformada wavelet.

Transformada wavelet

O principio da transformada wavelet (TW) estda na
decomposi¢cdo de um sinal na base formada pelas
funcbes escala ¢@(x) e wavelet (x). Utilizando as
notagdes

Pl =227 x=k) 5 wl(0)=2""yQ27x-k),

onde j especifica as diferentes escalas e k as diferentes
translacdes.

Para transformadas ortogonais, as fungdes ¢ e ¢/ séo
bases ortonormais dos subespagos complementares V; e
W,. Esta abordagem ¢é conhecida como analise em
multiresolugéo, cujos subespacgos relacionam-se através
das equagdes:

VieVis
V=V, ®W,

Jj+l J+l-
’

V,=W,OW,®--@W,®V,; J>0. (1)

Uma boa referéncia contendo a conexao entre as teorias
wavelet, analise em multiresolugdo e bancos de filtros
QMF (Quadrature Mirror Filters), é (Strang e Nguyen,
1996). Nela, a transformada wavelet discreta de um sinal
é calculada via filtragem e posterior subamostragem.
Pode ser implementada através de um sistema de
bancos de filtros de dois canais, de acordo com a
figura 1, sendo a estrutura de decomposigéo do sinal em
um numero maior de niveis conhecida como arvore
diadica. A transformada wavelet discreta inversa é
equivalente a operacéo de sintese.

Figura 1: Decomposigéo wavelet 1D por filtros QMF

As relagdes das fungdes ¢(x) e w(x) com os coeficientes
dos filtros QMF, hi e gx, cujas respostas impulsionais tém
comprimento L, sao

P() =2 b 0Qx—k) , p(x)=V2Y g.pQ2x—k).

Uma fungdo f(x) no espago Vj, pode ser decomposta
conforme (1), em subespagos wavelet de menor
resolugéo

f0)=Yalol(x)= al o} )+ Y dlyl(x),

keZz keZ j=1 keZ
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Figura 2: Decomposigdo wavelet 2D em dois niveis segundo a seqliéncia ndo convencional: (a) banco de filtros para um unico nivel;

(b) subespacos da transformada wavelet.

em que
ai = coeficientes no subespago Vi,

d/ = coeficientes no subespago W,

A precisdo da reconstrugdo da funcdo a partir destes
coeficientes estd relacionada com a base wavelet
utilizada. Pelo fato do algoritmo implementado neste
trabalho necessitar de uma reconstrucdo perfeita para a
obtengdo do sismograma, empregou-se as wavelets
desenvolvidas por Daubechies em (Daubechies, 1992).

A decomposicdo de um sinal bidimensional em seus
coeficientes wavelet, quando efetuada a mais de uma
escala (nivel), pode ser obtida de duas formas diferentes.
A primeira consiste na tomada da TW das linhas seguida
pela TW das colunas. A maior desvantagem desta forma
€ a mistura entre as diferentes escalas.

A outra forma é obtida pela decomposicao alternada de
linhas e colunas a cada nivel, conforme mostrados em
(Matos e Osorio, 2002). Este segundo formato,
comumente chamado de n&o-convencional, € o mais
utilizado. A figura 2 mostra o banco de filiros e os
subespacos da TW.

O resultado de cada nivel de decomposi¢édo j € um novo
grupo de quatro subespacos denominados aproximagao,
detalhe horizontal, detalhe vertical e detalhe diagonal, ou
simplesmente, Aj, H;, V; e D;.

Pode-se  representar a transformada} wavelet
matricialmente por W, e sua inversa por W™'. Defina os
vetores concatenados de coeficientes wavelet

lD : f = {ajadj} | ] = 15‘--:']5
2D:8 = {4, H{,V{,D{}| j =10, .
As transformadas wavelet das fungdes discretas e S0
sao
f=m"e ff=wf,
S =WS* W' <8 =w'SwT.
Devido a utilizagdo de bases wavelet ortonormais, a

transformacao W' equivale a W', fato que sera levado
em consideragao daqui em diante.

Operadores diferenciais para bases wavelet

Estudos de (Beylkin, 1992; Jameson, 1993) demonstram
a estreita relagdo entre operadores diferenciais wavelet e
os de diferengas finitas. Os operadores para wavelets
Daubechies, determinados exclusivamente por sua
expressdo no espago Ao, exibem a mesma forma dos

operadores de diferengas finitas. Por exemplo, ao usar
wavelets Daubechies com 2 momentos, os coeficientes
do operador d/ox em Ap sdo os mesmos do operador
central de quarta ordem para diferencgas finitas.

A derivacdo de uma fungéo f pode ser representada por
J/'=Df

onde D é uma matriz multi-diagonal, onde cada uma de
suas diagonais contém um dos coeficientes do operador
diferencial. Por exemplo, a partir do operador causal de
primeira ordem para a primeira derivada [-1 1], temos

como operador a esquerda de um sinal com 4 linhas.

Ja que existe tal equivaléncia, os operadores em dominio
wavelet podem ser obtidos da TW 2D dos operadores D
em dominio espacial.

D=wDW" < D=w"'DwT,

~ |A, H
ondeD=|" " b
VD DD
segue que
f=WDW WS - f'=W'Df . Wf'=Df .. f'=Df

onde o operador mapeia os coeficientes originais aos
coeficientes da derivada no dominio wavelet.
Propagagido no dominio wavelet
Propagagdo em meio homogéneo:

A propagacdo da onda acustica é o conceito fundamental
na dedugéo de um processo de modelagem ou migragao
sismica, sendo regida pela equagéo da onda escalar, que
em 2D assume a forma

0*U(x,2,t) N 0*U(x,2,t) _ b 0*U(x,z,t)
ox’ oz’ c? ot
onde estao representados x (deslocamento horizontal), z
(profundidade), t (tempo), U (presséo) e C (velocidade da

onda de pressdo no meio). As transformadas wavelet 2D
direta e inversa do campo discretizado U séo
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U=wuw? sU=wIUw : atenuagéo no dominio wavelet vira
W, =TWD com respeito a x, PUP,
W. =TWD comrespeitoa z. onde a acentuagdo indica a transformada wavelet dos
Substituindo as derivadas pelos operadores e aplicando a componentes.
transformada wavelet, considerando C constante, temos Propagagdo em meio heterogéneo:
~ o~ ] o’U Para se efetuar precisamente a propagacdo da onda
UD;+D;U=— - . N ; !
x z C? o acustica em meios heterogéneos, esta deveria ser feita a
partir da solugdo da equacgédo geral da onda escalar.
Explicitando a estrutura da operagéo matricial do primeiro Porém ¢é de interesse que se analise como a equagio
membro para o caso da decomposicdo em um nivel, e geral se comporta em relagdo & homogénea.

considerando uma variante do processo de descarte dos

subespacos Hpx, Hpz Vox € Vpz dos operadores, Wu e McMechan (1998) demonstram o resultado

conforme visto em (Dessing e Wapenaar, 1995), chega- 277
N . b ~~ o~y o O°U
se a aproximacgéo UD? + DU ~S§ ?
|:AUADX +Ap 4y HyDpy + ADZHU:| S= {§A{ZJ ,§k{;/,§lézlj ,§;1’ 5
VUADX+DDZVU DUDDX+DDZDU 1
S(x,z)=——0,
C(x,2)

0 que mostra a desejada independéncia entre os
subespagos. cuja solugdo numérica é idéntica a solugdo para meios
homogéneos. A validade deste resultado depende da

Para reduzir o efeito causado pela descontinuidade nas ; o )
suavidade na variagdo das velocidades no campo.

extremidades do campo, é aplicada uma atenuagéo nos
valores proximos a esses limites (Cerjan et al, 1985), que
pode ser representada pela multiplicagdo P,UP,x por
matrizes P, e Py diagonais correspondentes a aplicagcao
do processo em ambas as diregbes. A implementagéo da
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Figura 3: Erros no posicionamento da segunda camada devido a decimagdo do campo de velocidades: (a) perfil de velocidades; (b)
sismograma obtido por diferengas finitas (padrao); (c) sismograma obtido por wavelets e decimagdo direta; (d) sismograma obtido por
wavelets e decimagao apods a filtragem proposta; (e) Comparagao entre as amplitudes ao longo das linhas assinaladas em (b), (c) e (d).
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Construgdo dos campos de velocidades para meios
heterogéneos:

A simples repeticdo do procedimento empregado no caso
homogéneo nado reflete de maneira correta o
posicionamento das interfaces, pois a ferramenta
utilizada para efetuar a TW 2D provoca um deslocamento
devido a convolugdo empregada no seu processo de
filtragem e devido & decimag&o. A primeira tentativa de
compensar este deslocamento foi a ampliagdo do
tamanho do sinal em fungdo do numero de amostras dos
filtros Daubechies utilizados, o que n&o apresentou
melhoria significativa.

(a) perfil de velocidades (m/s)
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Como forma de tratar o efeito do deslocamento abordou-
se separadamente suas causas, solucionando
primeiramente, através da aplicagdo de filtros passa-
baixa (PB), a invariancia provocada pela decimacao do
sinal. Notou-se que a aplicagao de filtros com o mesmo
comprimento que os empregados na decomposi¢cao
resolvem o deslocamento devido a convolugdo. Portanto
nada mais conveniente que aplicar os proprios filtros PB
de decomposigdo. Desta forma, a versdo reduzida do
campo original passa a ser o subespaco de aproximagao
de sua TW 2D, sofrendo assim o mesmo deslocamento
que o campo de ondas.

diferengas finitas [abrupto] transformada wavelet [abrupto]
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Figura 4: Sensibilidade a variagbes abruptas no perfil de velocidades. (a) perfil abrupto de velocidades. (b) sismograma obtido por

diferencas finitas. (c) sismograma obtido por wavelets.
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Figura 5: Sensibilidade a variagdes abruptas no perfil de velocidades. (a) suavizacdo do perfil de velocidades da figura 4 (a).
(b) sismograma obtido por diferencas finitas. (c) sismograma obtido por wavelets.

(a) Linha 60 dos sismogramas (detalhe superior)
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(b) Linha 60 dos sismogramas (detalhe inferior)
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Figura 6: Comparacéo entre as amplitudes ao longo das linhas assinaladas nos sismogramas: (a) detalhe entre os instantes 1,0s e 1,3s;
(b) detalhe entre os instantes 2,2s e 2,5s.

Eighth International Congress of The Brazilian Geophysical Society



Loureiro, Osdrio, Cetale Santos e Soares Filho 5

Exemplos

Para explicitar o problema do deslocamento na
representacdo do campo de velocidades aplicada aos
subespacos, foram geradas, em forma de sismogramas,
as respostas da excitagdo de um campo heterogéneo por
uma fonte pontual limitada em banda. O campo,
representado na figura 3, foi simulado com uma malha de
512x512 pontos com intervalos de 10m entre cada
amostra e um tempo total de simulagédo de 2s com passo
de 0,1ms. A figura 3 (a) mostra o campo de velocidade
utilizado. As figuras 3 (b), (c) e (d) mostram os
sismogramas resultantes da aplicagdo dos métodos de
diferencas finitas, wavelet com decimacéo direta, e
wavelet com decimagdo apds a filiragem proposta,
respectivamente. A figura 3 (e) mostra a comparagéo
entre as amplitudes ao longo das linhas assinaladas nas
figuras 3 (b), (c) e (d). Na comparagdo percebe-se mais
claramente o erro ja visivel nos sismogramas para o
método de decimagdo direta, enquanto a solugdo
proposta torna-se quase equivalente ao padréo, obtido
por diferencgas finitas.

QOutro aspecto avaliado foi a resposta do método wavelet
diante de uma interface abrupta. Segundo (Wu e
McMechan, 1998), diante de tal interface, com a violagéo
da condigdo de homogeneidade local, o método wavelet
responde com uma reflexdo que, em comparagéo com o
método de diferengas finitas, possui erros em fase e
amplitude. Essa discrepancia é drasticamente reduzida a
medida que a interface for suavizada. Os resultados
estdo nas figuras 4, 5 e 6. A figura 4 (a) mostra o perfil de
velocidades com interfaces abruptas utilizado. Os
resultados obtidos por diferencas finitas e pelo método
wavelet sdo mostrados nas figuras 4 (b) e (c),
respectivamente. A informagdo exibida na figura 5 é
similar a exibida na figura 4, desta vez com um perfil de
velocidades com interfaces suavizadas. Os detalhes,
superior e inferior, aos quais se referem os titulos das
figuras 6 (a) e (b), sdo as duas marcagdes feitas em
regides de interesse de cada sismograma das figuras 4 e
5, onde podemos localizar a primeira reflexdo de cada
interface. Nelas, pode-se perceber a falha causada pelo
método wavelet em virtude da quebra da condigao de
homogeneidade local, assim como a maior equivaléncia
obtida com a suavizagéo das interfaces.

Discussoées

A construgdo do sismograma para o método de
diferengas finitas é feita a partir de uma sé linha do
campo, armazenada a cada passo de tempo. A
implementacao do algoritmo wavelet sofre um acréscimo
de carga computacional pela necessidade do calculo da
transformada wavelet inversa do campo, a cada instante,
para a obtengdo do sismograma. Entretanto, a
informacdo necessaria para a reconstru¢do do datum
esta contida somente em algumas linhas dos subespacos
do campo transformado. Este conhecimento pode ser
aplicado em um aprimoramento, que seria o calculo da

transformada wavelet inversa somente em parte do
campo.

O quadro torna-se mais favoravel quando se pensa na
reducdo substancial do tempo total de processamento,
causada pela distribuicdo em paralelo do processamento
de cada subespago. No método diferengas finitas, a
distribuicdo dos recursos computacionais, geralmente
utilizada em modelos de grande escala, sofre com uma
desgastante comunicagao entre os processos. Por sua
vez, o método wavelet, além da distribuicdo dos recursos,
oferece, através das aproximagbes discutidas, a
independéncia total dos processos até o ultimo passo,
quando entdo seus resultados sdo combinados.

O proximo passo deste estudo é a implementagdo do
algoritmo de migragéo reversa no tempo utilizando esta
abordagem wavelet.
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