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Abstract

In AVO analysis, linearized approximations Ry, are not
efficient for the inversion of impedance contrasts, P wave
velocity and shear modulus. An analysis of the
combination of Ry, and Rps approximations increases the
perspectives for the inversion of the density parameters,
or some combinations of these two parameters with some
other parameters. In this work we show a sensibility and
ambiguity analysis of the combined approximations R,
and Rsp in isotropic media in order to determine the
stability and non uniqueness of a linear inversion
problem.

Introdugao

A partir de 1984, quando Ostrander mostrou a utilidade
da técnica de AVO (analise de amplitude com
afastamento) como indicador direto de 6leo e gas em
rochas clasticas, as pesquisas tém-se intensificado,
principalmente, em torno das aproximagdes linearizadas
de Knott-Zoeppritz (Shoemberg & Protazio, 1992;
Castagna,1993). Drufruca & Mazzotti (1995) constataram
gue nem todos os parametros fisicos das linearizagdes
podem ser recuperados na inversdo sismica de AVO, em
particular, o contraste de densidade que pode revelar
informacdes importantes sobre a presenca e saturagao
de hidrocarbonetos. Estes problemas advém da pequena
quantidade de informagbes e da natureza ambigua do
problema, enfatizando a falta de informagdes ‘a priori’
(Wu; 2000).

Analisando os coeficientes de reflexdo de ondas
convertidas, observou-se a sua potencialidade para
discriminar o conteudo de saturagdo do gas em arenitos
e predizer a sua porosidade, o que motiva o uso das
informacdes de ondas convertidas para analise de AVO.

Neste trabalho, expdem-se as analises de sensibilidade e
de ambiglidade das aproximagdes linearizadas
associadas Rpp € Rsp para meios isotropicos em termos
do éangulo de incidéncia em dados sintéticos
contaminados com 5% de ruido aleatério.

Aproximacgoes linearizada

Considere dois semi-espagos elasticos homogéneos
isotrépicos separados por uma interface plana, em que

p,» o, e B, sdo a densidade, velocidade de onda-P e

velocidade onda-S correspondentes ao meio incidente
(y=1) e ao meio subjacente (y=2), conforme a Figura 1.

As aproximagdes linearizadas Rpp € Rsp sdo obtidas

truncando-se as equagdes de Zoeppritz, até o termo s°,
sendo s o parametro do raio (Santos et al, 2001). Em
seguida é feito o desenvolvimento das séries de Taylor
em torno dos parametros fisicos dos meios separados
pela interface, assumindo-se a hipotese de pequenos
contrastes do meio.
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Fig. 1- Espalhamento de uma onda-P incidente
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Para obter as aproximagbes define-se p:—pzzp],
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aritméticas entre as densidades, as velocidades de onda-
P e de onda-S, respectivamente; &p= PPy ;p] ,

o=

o, —a,
2
médios entre as densidades, as velocidades de onda-P e
de onda-S, respectivamente, e % :6—_p , do= STG e

p [
— OB . .
B :? como sendo os contrastes médios relativos de

da = e 83:% como sendo os contrastes

densidade, de velocidade de onda-P e de onda-S,
respectivamente.

A plicando-se a lei de Snell na interface, o parametro do
raio é dado por:

S:sinel , 1)

o
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sendo 0, o angulo de incidéncia associado a velocidade
de onda compressional «, .

B

o,

Definido-se k = como sendo a razdo entre a

velocidade da onda-S (fB,) e a velocidade da onda-P
(a,) do meio incidente, as aproximacdes linearizadas
séo dadas por:

r

op(6) = 8Z + sin26;50 — 4k?sin0; 5y, )

2 _
rep(65) = —{1 +; sinzei]sin 0,5Z +

k2 —
142 sin20; [sin ;50 —
1 T
2k|1- E+k sin“o; |sin O;5p, (3)
sendo i = 1,.,N, com N, o numero de observagbes;

op(0i) € rsp(6;), as amplitudes dos coeficientes refletido

Rpp e convertido Rsp, respectivamente, calculados em
6;, o angulo de incidéncia na i-ésima observagéao;

= 8_p+£ , 0 contraste médio relativo de impedancia e

al=$+26_ﬁ, o contraste médio relativo do modulo de
cisalhamento.

As expressdes (2) e (3), podem ser representadas
matricialmente como:

Fz|:|:i|zl\7|5p, 4)

sendo T, o vetor das observagbes de reflexdes

associadas [Rep Rsp); M, M e N, as matrizes de
sensibilidade definidas pelas aproximagdes [Rep Rsp] ,

Rep € Rsp, respectivamente; e dp = S_Z, @, al t, o vetor

dos parametros a serem invertidos, em que o sobrescrito
Yindica a usual transposigdo matricial.

Analise de Sensibilidade e de Ambigiiidade

Analisando as matrizes de sensibilidade M, M e N
podem-se determinar quais parametros terdo problemas
de estabilidade e de unicidade. Para realizar as analises
de sensisibilidade, utiliza-se o método de decomposicéo
em valores singulares (SVD) nas matrizes de
sensibilidade que definem as aproximagdes linearizadas
associadas e dissociadas. Este método consiste em
fatorar uma matriz genérica A na forma:

A=USV' (5)

sendo U uma matriz mxm, ortogonal no espago dos
dados das observagdes; V uma matriz nxn, ortogonal no
espaco dos parametros e S uma matriz mxn, diagonal,
cujos elementos sdo os valores singulares de A. As

colunas de U s3o os autovetores de AA' e as colunas de
V sao autovetores de A'A (Golub & Van Loan, 1983).

Define-se a matriz de resolugdo (Lanczos, 1961) como:
Mresol = Vef Velf ' (6)

em que Ve € a matriz ortogonal do espago dos
parametros associada ao espacgo efetivo de S.

Para obter o espaco efetivo de S utiliza-se um critério de
corte para eliminar os valores singulares muito proximos
de zero a fim de evitar instabilidade e ambigiidade,
determinando um novo posto para a matriz S,
denominado de posto efetivo (Sen & Stoffa, 1995). A sub-
matriz obtida de S pela eliminagédo dos valores singulares
determinados pelo critério de corte tem dimensdo do
posto efetivo e é denotada por Ser (Sen & Stoffa, 1995).
Neste trabalho o valor de corte é escolhido através do
numero de condi¢des N¢ong dado por:

max(S)
min(s)

(7)

cond =
O posto efetivo de S é escolhido como o maior inteiro r
que satisfaz a desigualdade:

max(S)
S

<Ne¢ond - (8)

Este critério determina os valores singulares que estao
no espaco nulo.

Devido a relacdo que a matriz Ver possui com o espaco
dos parametros associado aos elementos da matriz Ses,
estas matrizes sdo analisadas. Estas avaliagbes seguem
0s seguintes passos:

1. Ao menor valor singular associa-se a coluna
correspondente da matriz Ver.

2. Para cada elemento desta coluna associa-se um
elemento dp; correspondente ao vetor de parametros,

em que j=1,2,3.

3. A menor projecao da matriz Ve, em valor absoluto, vai
estar associada ao parametro de melhor resolugdo e a
maior proje¢ao, ao parametro mais instavel e ambiguo.

ApOs observar estes critérios, os experimentos sao
avaliados em fungdo do nimero de condigdo, definida na
expressao (4), e em fungédo dos elementos da matriz S
em relacdo a maxima cobertura angular.

Como a ambigliidade é caracterizada por um conjunto de
parametros ajustarem os dados definidos pela funcao
objeto, avaliam-se as curvas de contorno das
aproximagbes associadas e dissociadas através das
fungdes-objetivos. As fungdes-objetivos correspondem a
um funcional com a finalidade de ajustar os dados
sintéticos e os dados do funcional de ajuste definidos nas
expressoes (2), (3) e (4):
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o(p) =¥ - I\~’18p||2 :
¥/(op) = [F ~Map|,
"(6p) =7 o[ ©)

sendo ¢(8p), ¢'(Bp) e ¢'"(5p) os funcionais das

aproximagdes [Rer  Rsp], Rer € Rsp, respectivamente.
Nestas analises fixa-se um dos parametros e
apresentam-se os mapas de contorno em relagdo aos
outros dois.

Estes mapas produzem vales nos quais se pode observar
que os parametros ou combinagdes de parametros
produzem maior ou menor regido de ambigiidade.

Resultados

Neste trabalho foram utilizados dados sintéticos gerados
a partir das equacgbes de Zoeppritz em um modelo cujo
contato de interface é de uma camada incidente de
folnelho com uma camada subjacente de arenito
saturada com gas. Os seus parametros elasticos
verdadeiros sdo dados na Tabela 1.

Tabela 1 - Parametros elasticos do meio incidente e
de transmissao

Modelo 1 p o B
(g/cm3) (m/seg) (m/seg)

Folhelho 2,20 3270 1650

Arenito com gas 2,05 3040 1740

Para a analise do numero de condigdo os graficos sao
apresentados em fungdo da maxima cobertura angular e
mostram o desempenho da inversdo linear para a
estimativa dos trés parametros, sendo ilustrados na
Figura 2. Estes experimentos informam que, para o
modelo definido neste trabalho, tanto a inversdo Rpep
quanto a inversdo Rsp possuem um parametro no espago
nulo, o que é constatado através da grande magnitude do
numero de condigdo (média em torno de 1017) das duas
matrizes M e N. Isto informa que, nos dois casos,

min(S;) ~ 0. Quanto a inverséo combinada, as figuras

mostram que o numero de condigdo diminui
consideravelmente em relagdo as matrizes dissociadas.

O valor maximo do numero de condi¢do para a matriz M
é 10’ e o valor minimo é 10, o que implica afirmar que o

menor valor singular da matriz M € bem maior do que os
menores valores singulares das matrizes M e N.
Observou-se ainda que a resolugdo dos parémetros

melhora com o uso da matriz M, quanto maior for a
cobertura angular.

Este tipo de anadlise foi realizado por Wang (1999)
apenas nas aproximagdes linear e quadratica de Rpp.
Nos seus experimentos, Wang mostra que a
aproximacdo quadratica consegue estimar os trés
pardmetros definidos em seu trabalho enquanto a
aproximagédo linear n&o consegue, por possuir um

nimero de condicdo muito alto. Os resultados aqui
apresentados confirmam que a \utilizagdo das
aproximagoes lineares combinadas torna o problema da
inversdo bem mais estavel do que nos casos das
aproximagodes dissociadas.

As Figuras 3-a a 3-c sdo referentes ao logaritmo dos

valores singulares da matriz M, N e M. Estes
experimentos se basearam nos testes de sensibilidade
produzidos por Wang (1999) e tém o objetivo de ilustrar o
desempenho dos trés tipos de matrizes de sensibilidade
e a sensibilidade dos parametros em relagdo a cobertura
angular.

Observou-se, nos experimentos, que os autovalores
crescem com o aumento da maxima cobertura angular e
que a partir de aproximadamente 30° cada valor singular
tende a estabilizar-se em um unico valor, para todos os
modelos. Em vista deste resultado, restringiu-se os
proximos experimentos na cobertura angular de [0° 30°].

Nota-se, por outro lado, que as matrizes de sensibilidade
das amplitudes dos coeficientes Rpp € Rsp possuem o
terceiro e o segundo valores singulares menores que
107 . Isto implica dizer que os parametros que produzem
instabilidade para o Rpp podem ser identificados através
da anadlise da terceira coluna da matriz Vg . No caso do

Rsp, 0s parametros que produzem instabilidade podem
ser identificados através da analise da segunda coluna
dessa matriz. Estas analises informam que o terceiro
autovalor e o segundo autovalor produzem instabilidade e
ambiguidade no problema de inversao linear para o Rpp €

0 Rsp devido as colunas da matriz Vg associadas a
estes autovalores se encontrarem no espago nulo. Ou

seja, o problema de inverséo linear € mal-posto conforme
observado nas Figuras 3-a a 3-c.

Para a aproximagcdo Rpp observa-se que a menor
projecdo na terceira coluna da matriz Vg identifica o

parametro melhor resolvido, no caso i, enquanto a
maior projecdo identifica aquele que possui maior
ambiglidade e instabilidade, no caso ﬁ Da mesma
forma analisa-se a segunda coluna da matriz Vg em
relagdo a aproximagdo R, . E assim tém-se para o R,

que o parametro melhor resolvido é ép e 6o é 0 mais
ambiguo e instavel.

Analisando-se as curvas de contorno da fungdo objetivo,
Figuras 4 até 6 na faixa angular de [0° 30°], observa-se

que a combinagdo de pardmetro Sae §u produz

ambigiidade e instabilidade para o problema de inversao
linear, sugerindo que estas combinagdes possuem
alguma dependéncia linear.

A andlise da matriz de sensibilidade informa quais
pardmetros podem ou ndo ser estimados a partir dos
dados de observagdes. A Figura 7 mostra a matriz de
resolugdo com escala de cores variando de
aproximadamente —0,4 até 1. Uma das caracteristicas da
matriz de resolugdo diz que quanto mais proximo da
unidade o parametro correspondente estiver, melhor é a
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sua resolugdo. Observou-se que o parametro 8Z possui
uma excelente resolucédo e nao depende de nenhum
outro parametro, confirmando o resultado discutido na

andlise de ambiguidade. J& os parametros al e da

estdo inter-relacionados, como € mostrado nos mapas
das curvas de contorno. Estas analises permitem concluir

que os parametros du e do. causam problemas de

instabilidade e nao unicidade nos procedimentos de
inversao.

Pode-se analisar que apesar do bom desempenho da
matriz de sensibilidade M as curvas de contorno da

fungdo objetivo mostram que os parametros Soe su

estdo interrelacionados e qualquer valor que satisfaga o
intervalo de ambigiidade é uma solugéo para o problema
de inversao, fato constatado através da reconstrugao dos
coeficientes Rpp € Rsp usando o estimador da inversa
generalizada em dados sintéticos contaminados com 5%
de ruido aleatério duzentas vezes. Este tipo de
experimento denomina-se simulagdo numérica e tem o
objetivo de confirmar os resultados obtidos nas analises
de sensibilidade e ambiglidade. Cada parametro
invertido apresentado neste trabalho é resultado da
meédia aritmética do numero de simulagdes. As
reconstru¢cdes dos coeficientes Rpp € Rsp, utilizam os

parametros estimados 5z =-0,0709; ot .=-0,0728 e
5u =0,1786. As Figuras 8-a até 8-b confirmam a
ambigiidade no problema de inversao.

Conclusodes

As analises de sensibilidade e de ambiglidade dos
coeficientes associados [Rpp Rsp] predizem a néo
unicidade e instabilidade para o problema de inversao
linear de AVO. A partir das analises sobre o numero de
condigdo, dos valores singulares e das projecbes das
colunas de V, observa-se que as aproximagdes
combinadas dos coeficientes de Rpp € Rgp produzem
inversdes muito mais estaveis do que as dissociadas, em
todos os testes apresentados. Analisando-se as curvas
de contorno das fungdes-objetivos e a matriz de
sensibilidade, observa-se que as combina¢cdes dos

parametros So. e du produzem sempre ambigliidade e
instabilidade para o problema de inversdao linear,
sugerindo que estas combinagbes possuem alguma

dependéncia linear. Este fato €& confirmado pela
reconstrugdo dos coeficientes de reflexao.

As analises apresentadas neste trabalho podem ser
estendidas para as aproximagdes lineares e quadraticas
em meios monoclinicos e ortorrdbmbicos.
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Fig. 2- Numero de condi¢do Rpp, Rsp e [Rpp Rsp] versus
0 maximo angulo de incidéncia do Modelo 1.

1° autovalor

2° autovalor

Valores singulares

0 10 20 30 40 50 60
Maiximo angulo de incidéncia

(a)

20| —— R

10 pp
~~ Rsp

— IR

Valores singulares
s

Rs)
0 10 20 30 40 50 60
Maximo dngulo de incidéncia

(b)

3° autovalor

B

Valores singulares

)

—

= Rpp
—~— Ry
—— IRpp. Rsp|

0 10

20 30 40 50 60

Miximo angulo de incidéncia

()

RPP Rsp
Regidio de ambigiiidad | —Regido de ambigiiidad
1 A\ | *Parimetro real
\|__° Parametro estimado|
S S N
E |
go. 05
E E
] s
= =
g g0 \
C S \ \
< < \ N
S S AN AN
=05 =05 N\ \ \
\\\\ \\
N N\
* ParAmetro real \ \ \\\
_1_°Parimetro estimado 1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Impedéancia Impedéancia
(a) (b)
Rep € Rsp
L Regido de ambigiiidad
e
=
505
£
<
=
30
S
k]
S
=T
* Parametro real
_;L_° Parimetro estimad
-1 -0.5 0 0.5 1
Impedancia

(c)
Fig. 5- As figuras 5-a a 5-c, curvas de contorno do
modelo 1 para a combinagéo de paradmetros 3Zxdp em

que as fungbes-objetivos sdo definidas pelas
aproximacdes Rpp, Rsp € [Rpp Rsp], respectivamente.

Fig. 3- As figuras 3-a a 3-c, logaritmos dos valores
singulares da matriz de sensibilidade Rpp, Rsp € [Rrp Rsp]
versus o maximo angulo de incidéncia Modelo 1.
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Fig. 4- As figuras 4-a, a 4-c, curvas de contorno do
modelo 1 para a combinagédo de parametros 3Zxda em
que as fungbes-objetivos sdo definidas pelas
aproximagdes Rpp, Rsp € [Rpp Rsp].
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Fig. 6- As figuras (a), (b) e (c) sdo curvas de contorno do

modelo 1 para a combinagao de paradmetros axa em
que as fungbes-objetivos sdo definidas pelas

aproximagdes Rpp, Rsp € [Rpp Rsp].
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Matriz de resolugio
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Fig. 7- Matrizes de resolugcdo da matriz M para
cobertura angular [0° 30°] do modelo 1.
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Fig. 8- Coeficiente Rpp € Rsp, a curva azul sélida
corresponde aos coeficientes exatos, e a curva preta
descrita por asteriscos corresponde ao coeficiente
reconstruido usando os parémetros estimados do
modelo.
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