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Resumo

O modelamento sismico € uma técnica para simular a
propagacdo de ondas no subsolo terrestre. Uma das
maneiras de fazer isso é através dos métodos assintoticos,
que computam o campo de onda por partes, decompondo
a equacdo da onda em outras duas equacgdes: Iconal
e Transporte. Neste trabalho, apresentamos um método
de diferencas finitas (DF) adaptativo que é aplicado na
equacao iconal, para calcularmos o tempo de transito. O
método adaptativo & altamente eficiente, no entanto isso
pode levar a um alto custo quando aplicado em regides
que contenham alto contraste.

Introdu¢ &o

Os esquemas de DF usando malha fixa passaram a ser
aplicados com sucesso no final da década de 80 (Vidale,
1988) para resolver a equagao iconal. Desde entao, varios
trabalhos foram publicados sem uma relevante mudanca
na eficiéncia dos métodos. Um resultado importante foi
apresentado em Belfi (1997), pois os métodos de malha
fixa, agora implementados com os esquemas Essencial-
mente Nao Oscilatério (ENO), sdo aplicados de forma que
exista um limitante para a inclinacéo das frentes de onda,
devido a condigao CFL. Este resultado seria a base para
os algoritmos adaptativos.

O maior problema dos métodos de malha fixa é o erro rela-
tivamente alto que aparece na regido proxima a fonte, de-
vido a alta curvatura da frente de onda nesta regido. Os
métodos adaptativos surgem como uma 6tima opgéo para
contornar este problema. Em Belfi & Symes (1998), os
métodos de DF associados aos esquemas ENO e Runge-
Kutta (RK) conseguem contornar este problema, pois os
espacamentos da malha se ajustam conforme o erro satis-
faz ou ndo uma tolerancia fornecida pelo usuéario. Por fim,
em Qian & Symes (2002), o método de DF adaptativo &
exposto com alguma teoria para seu bom funcionamento.

Equac o Iconal

Neste trabalho, queremos encontrar uma aproximacao us-
ando esquemas de DF em uma malha adaptativa para a

equacdo iconal no espaco bidimensional,

or\? or\? 1
o ) = 1
(&) (%) ~w @
onde 7 &€ o tempo de transito, v € a velocidade e x = (z, z)
com a fonte localizada na superficie.

Considerando que a onda se propaga para baixo, isto €,
ndo existem ondas refletidas que voltam para a superficie,
podemos evoluir esta equagdo apenas em uma variavel,
de onde passamos a ter uma equacao diferencial nesta.
Assim, considerando 97/9z > 0 temos

or 1 or\? or

Podemos entdo construir um método onde séo aplicados
esquemas RK na variavel z e esquemas ENO na variavel
z. A vantagem de usar estes esquemas & que podemos
extendé-los facilmente para o caso 3D e também aumen-
tar suas ordens. A seguir, apresentamos como Sao cons-
truidos estes esquemas usando ordem dois e trés (Belfi,
1997), que sdo usados na construgdo do método adapta-
tivo.

Esquemas RK-ENO de Ordem Dois

Aplicando o esquema Runge-Kutta de ordem dois na
variavel > da equacgao (2) temos

Tig+1 = Tij + AzH (vi g, Dij) (3)

1 _
5(%;‘ + Tig+1 + AzH (vij+1, Dij+1)) ,  (4)

onde os indices i e j correspondem a z; e z;, respectiva-
mente.

Tij+1 =

Quanto a derivada em z, a aproximacdo ENO de segunda
ordem é dada por

gi ~Dir=Dir¥ %M(D;DTT, DEDET) . (5)
X
onde,
0, se &n<0
M(En)=9q & se[§[<Inf eén>0 . (6)

n, se [§]>n| e &n>0

Notemos que D; D 7 e Df Dir sé&o os esquemas de DF
centrados em (z, z) e (x + Az, z), respectivamente, e eles
fornecem a curvatura nestes pontos. Logo, a fungcdo M
escolhe a componente menos oscilatoria para realizar a
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aproximagao. Para finalizar, vamos definir o esquema up-
wind ENO de segunda ordem que aproxima 97/dz

~ D7 = max{|max{D, 7,0}, \min{D;T7 0}, @)

9%
\l

e assim, D; ; = D7(xs, z;).
Esquemas RK-ENO de Ordem Tr és

Analogamente ao que foi feito no caso anterior, vamos
aplicar o esquema Runge-Kutta de ordem trés na variavel
z. Logo,

Tij+1 = Tij + AzH (vi 5, Dij) (8)

. 1 - -
Tig1/z = 38Ty + Tigr + AzH (i1, Dig)) 5 (9)
1 . .
Tij+1 = 6(2Ti’j + 47—’L,j+1/2 —+ 4AZH(U7;J'+1/2, Di,j+1/2)) .
(10)

Quanto a derivada em z, a aproximacdo ENO de terceira
ordem é dada por

Az

DliT T 7M(DfEDfET — Az:Dlin[Df[T, DfDrT)

Ax? _ o
— =5~ M(D{ Df Di 7, M(D{ Di D 7. D{ Dy Dy’ 7)) . (11)
Concluindo, vamos definir o esquema upwind ENO de ter-
ceira ordem que aproxima 01/0x

% ~ D1 = max{|max{Dj 7,0}|, [min{D7 7,0}|}, (12)

e assim, D; ; = D7(xz;, z;).
Condi¢ do CFL

Uma condigdo necessaria para que qualquer método
numérico seja estavel é que o dominio de dependéncia
numeérico deve incluir o dominio de dependéncia fisico, ao
menos no limite Az, Az — 0 (condicdo CFL (Thomas,
1995). O dominio de dependéncia numérica do ponto
(zi,2j+1) em relacdo aos pontos que estdo no j-ésimo
nivel &

N; ={(z,z;) : |z — ;| < Az} . (13)

Quanto ao dominio fisico, usamos o resultado que diz que
as curvas caracteristicas da equacao iconal sao formadas
pela a familia de curvas ortogonais as frentes de onda,
denominadas raios (Bleistein, 1984). Queremos entédo que
o0 raio que passa pelo ponto (x;, zj+1) intercepte o dominio
de dependéncia numérica (o segmento formado pelos trés
pontos escuros na Figura 1). Supondo gque os raios nesta
regido discretizada séo todos paralelos e aproximados por
retas e sendo # o angulo que o vetor 5 = (97/dx,07/0%)
faz com a vertical, devemos entao impor que

Aztanf < Ax . (14)

Ax

j+1 ‘r\< fj —

i-1 i i+1

Figura 1: O raio que passa pelo ponto a ser cal-
culado deve interceptar o dominio de dependéncia
numeérica.

O vetor p’ € normal a frente de onda, e portanto, podemos
escrever

_ 0r/0x
tanf = 970z " (15)
Assim, a condicdo CFL torna-se
Az\/(1/v)? — (97/0x)> . H(v,d7/0x)
Azorr < o7/ 0z] = A oa]
(16)

Como estamos expandindo na direcdo z apenas, pode
ocorrer de termos raios fazendo angulos muito proximos
de 90° com a vertical e, assim, Az tendendo a zero. A
solucdo para este problema é fixar um angulo 0,,.x, € cal-
cular a aproximagdo apenas numa regido onde o0s raios
fazem um angulo de no maximo 6,.x com a vertical, com
0 < Omax < 7/2. Uma maneira de fazer isto é reescrever a
equacéo (2) na forma

or 1 a1\ ? cos? Omax
E = max{vQ — (@) 77/02 } 5 (17)

com a condigao CFL escrita agora como

Az BT (18)

tan Omax

Método de DF Adaptativo

A esséncia deste método é usar dois esquemas de or-
dens diferentes para o calculo de um passo (Belfi & Symes,
1998). Supondo que o esquema de ordem maior seja mais
correto que o de menor ordem, o passo de ordem maior
serve como solucdo exata naquele passo, e assim, con-
seguimos estimar o erro. Logo, 0s espacamentos Az e Az
podem aumentar ou diminuir, afim de que uma tolerancia
para o erro seja permitida. O algoritmo deste método &

entrada: e, xs, Az, OMmax, 2MAX
inicializag8o: Az, 7, z = Zini
enquanto z < 2MAX
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calcular E= max|[RKENO2](7) — [RKENO3](T)
se E <oi(e)
z=2z+ Az
7 = [RKENO3](7)
Az = 2Az e Ax = 2Ax
diminui a amostra em T
sendo se E > 03(e)
Az = Az/2 e Az = Ax/2

interpola T

sendo

z=z+4+ Az

7 = [RKENO3](7)
fim

fim

onde usamos o1 = 0.1 e o2 = . As nota¢cdes [RKEN02](7)
e [RKENO3|(7) representam as aplicacdes dos esquemas
de ordem dois e trés, respectivamente, em todos os val-
ores de 7 na profundidade daquele passo.

Estas mudancas nos espacamentos devem ser feitas
usando o mesmo fator em ambas as direcdes. Assim,
a condicdo CFL para o problema continua sendo satis-
feita. O ajuste usual para problemas envolvendo equacdes
diferenciais ordinarias depende do erro de truncamento.
Isto & impraticavel em nosso caso, pois passariamos a ter
uma malha arbitraria em x, e assim seria necessaria muita
interpolacédo. Assim, este fator dois apresenta muita van-
tagem, pois mesmo quando for necessaria a interpolagao
(quando devemos diminuir 0 espacamento), apenas al-
guns nos sdo interpolados.

A seguir, apresentamos como é feito o calculo da pro-
fundidade inicial zin;, onde podemos comecar o algo-
ritmo respeitando a tolerancia ¢, e discutimos como deve
ser feita a interpolacdo no processo de refinamento dos
espacamentos.

Inicializagdo no Método Adaptativo

Vamos considerar que o meio € homogéneo em uma
regido ao redor da fonte. Logo, o tempo de transito é
aproximado pelas frentes de onda circulares nesta regido.
Precisamos de uma profundidade maxima z,; para dar
partida no método onde o erro cometido ao calcular
nesta profundidade seja menor que a tolerancia ¢ fornecida
ao algoritmo.

Investigando a expansao de Taylor da equacdo da onda
ao redor da fonte, podemos encontrar a seguinte condi¢céo
para essa profundidade inicial (Pila, 2005)

[2
Zini < 2T = g €0S Omax s (19)

S =< sup{]| Vs(&n) || | [§] < zrtanOmax, 0 < < 21}

onde

com zi, sendo a profundidade méaxima onde queremos in-
vestigar o gradiente da vagarosidade s. Logo, tomamos

Zini = min(zT, ZL) . (20)
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Figura 2: As curvas pontilhada e soélida representam
os resultados da interpolagdo em todos os pontos e
por partes, respectivamente.

Interpolagcédo no Refinamento

Em Qian & Symes (2002), e nos outros textos que o an-
tecedem, ndo foi discutida de que maneira a interpolacdo
deve ser feita. Até este momento uma de nossas maiores
preocupactes foi apresentar um método que respeite a
propagacdo da onda. Logo, a interpolagdo também deve
ter esta propriedade, para que erros nao sejam produzidos
guando ocorrer o refinamento.

Em nosso algoritmo (Pila, 2005), usamos as splines
clbicas interpolantes. O que motivou esta escolha foram
os fatos da ordem deste método ser compativel com nosso
algoritmo e de interpolarmos os dados por partes. Este
Gltimo fato & um diferencial em nosso algoritmo. Dada
uma profundidade, se existir um maximo local no tempo
de transito, ndo podemos simplesmente interpolar os da-
dos, pois a curva do tempo de transito é suavizada. Logo,
precisamos interpolar os dados de um maximo local ao
outro. Para vermos isso, na Figura 2 temos um tempo de
transito ficticio em uma profundidade qualquer. Os pontos
representados por asterisco sdo os locais onde o tempo
de transito esta dado. Apds um refinamento, a curva pon-
tilhada representa o resultado de uma interpolacéo envol-
vendo todos os pontos, ja a curva solida representa o re-
sultado de uma interpolagao por partes. Comparando am-
bas as curvas, fica claro que a curva pontilhada superes-
timou o tempo de transito, pois o polindmio interpolador
tentou suavizar uma regido que nao deve ser suavizada.
Assim, ao interpolarmos separadamente nas duas regides
entre os maximos locais, o resultado produzido fica de
acordo com toda a teoria desenvolvida.

Experimentos Numéricos

A intencdo destes experimentos numéricos € ver quanto

tempo é gasto computacionalmente para que os dois
métodos (malha fixa e malha adaptativa) obtenham uma
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aproximagao com o erro da mesma ordem. Estes testes
foram realizados utilizando o software MATLAB.

As aproximacdes foram obtidas no dominio —1000 m <
r < 1000 me 0 < z < 1500 m, com Opax = 63°
e a fonte localizada na origem. No método de malha
fixa, o espacamento foi de Az = 20()0/27 ~ 15.6 m,
com Az obtido pela condigdo CFL. No método adaptativo,
iniclamos com 0 mesmo espacamento e usamos como
tolerancia ¢ = 10~*. O passo inicial ziy,; foi obtido pela
condicéo (20), onde usamos como limitante z;, = 450 m.

Para o caso do meio homogéneo, o algoritmo comporta-
se muito bem. Na Figura 3, temos as frentes de onda
encontradas ao longo do dominio. Na Figura 4, temos
o erro percentual de ambos os métodos na profundidade
final de 1500 m. O tempo computacional gasto foi de
22.7s 2.7s para os métodos de malha fixa e adaptativo,
respectivamente. Na mesma figura, temos como mudou
0 espagamento ao decorrer das iteragdes. Em todos os
testes onde o meio varia de forma continua, sem inter-
faces, o método adaptativo tem um custo computacional
menor que o método de malha fixa, atingindo o mesmo
erro na profundidade final.
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Figura 3: Aproximacéo encontrada usando o método
de malha fixa expandindo apenas em z em um meio
homogéneo.

Ja em meios que contém interface, as frentes de onda
passam a ter alta curvatura e, assim, varios refinamentos
sao realizados para satisfazer a tolerancia . Para ilustrar
iSs0, vejamos 0 que ocorre ao inserirmos uma interface
anticlinal no meio, onde a velocidade vale 1500m/s acima
e 2000m/s abaixo desta. Na Figura 5, temos as frentes
de onda encontradas ao longo do dominio. Na Figura 6,
temos o erro percentual de ambos os métodos na profun-
didade final de 1500 m. O tempo computacional gasto foi
de 22.7s 500s para os métodos de malha fixa e adaptativo,
respectivamente. Na mesma figura, observamos que ocor-
rem varios refinamentos quando a interface € alcancada, e
depois que as altas curvaturas somem, 0s espagamentos
voltam a aumentar.
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Figura 4: O primeiro gréfico trata do erro percentual
usando o método de malha fixa (curva pontilhada) e
0 método adaptativo (curva solida), na profundidade
de 1500 m. O segundo grafico, apresenta a variagao
do espagamento Az no decorrer das itera¢cdes do
método adaptativo.

Conclus ao

O método adaptativo surge com a proposta de obter
uma aproximacao em uma certa profundidade, e ndo no
dominio todo, o que ja & um resultado menos rico em
informagdes. A grande vantagem é que o erro pode ser
controlado por uma toleréncia e. Para isso, o problema da
inicializacdo € superado, ja que a profundidade inicial pode
ser tdo pequena quanto necessaria (obtida pela condi¢do
(20)), e podem ocorrer refinamentos ao longo do processo
de expansao em z. Mas como o método usa expansao
apenas na direcdo z, pode ocorrer de o tempo de transito
sofrer superestimacdo (ou subestimacgdo), devido estar-
mos aproximando a solugdo apenas na regicdo 6 < fyiax.
Outro fator importante € o tempo computacional, onde o
método adaptativo € caro quando o aplicamos em um meio
onde a velocidade varia bruscamente.

Portanto, o método adaptativo & muito vantajoso quando
aplicado em meios onde a velocidade varia de forma
suave, pois assim seu tempo computacional ndo é tdo
alto e podemos predizer de forma segura o quéo boa é
a aproximagdo. Mas para meios mais complexos, métodos
de malha fixa mostram-se como uma opg¢do bastante
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Figura 5: Aproximacéo encontrada usando o método
de malha fixa expandindo apenas em z em um meio
com interface anticlinal.

atraente, pois seu tempo computacional & relativamente
bem menor obtendo uma aproximagdo com o0 mesmo erro.
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Figura 6: O primeiro grafico trata do erro percentual
usando o método de malha fixa (curva pontilhada) e
0 método adaptativo (curva sélida), na profundidade
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do espacamento Az no decorrer das iteracdes do
método adaptativo.
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