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Abstract

This work compares the wave equation solution in
different domains: the spatial domain and the wavelet
packet transform domain. Since there is a sparse
representation of the wavefield in this domain, it is
possible to explore this sparseness to increase the
efficiency of the modeling algorithms. Comparing to our
previous work (Loureiro et al. 2003), we improved the
wavefield extrapolation in the wavelet domain, by
expanding from a single level into a second wavelet
decomposition level, while taking the more general
wavelet packet approach, which is very appropriate to
parallel implementation. The results were compared to
the finite difference method.

Introducéo

A modelagem sismica tradicional (diferengas finitas)
necessita de paralelizagdo como forma de distribuigdo de
recursos computacionais para modelos de grande escala.
Entretanto, um dos problemas que reduzem a
performance desta filosofia é a necessidade de
comunicagao entre os processos sendo computados.
Este trabalho mostra uma forma de tornar os processos
independentes utilizando métodos de analise em
multiresolugao, como é o caso da transformada wavelet,
em particular a abordagem wavelet packet.

Os métodos de diferencgas finitas, resolvidos no dominio
espago-tempo, prima pela boa resolugao espacial, porém
uniformemente distribuida por todos os nimeros de onda.
Os meétodos que empregam Fourier, resolvidos no
dominio freqiiéncia-niumero de onda, tém boa localizagéo
no dominio das freqliéncias espaciais (numeros de
onda), mas apresenta baixa resolugédo espacial.

No dominio wavelet, a tarefa de amostragem recai sobre
um grupo de fungbes wavelet, que diferem no
comprimento e na posi¢cao espacial, e sado projetadas
para serem localizadas em ambos os dominios expostos.
Esta € uma de suas propriedades em comum com o0s
sinais sismicos, por serem estes de natureza oscilatoria e
transiente, o que permite sua representagao eficiente em
bases wavelet.

Transformada wavelet

O principio da transformada wavelet (TW) esta na
decomposi¢cdo de um sinal na base formada pelas
fungbes escala ¢@(x) e wavelet w(x). Utilizando as
notagdes

i) =202 x=K) 5 wl(x)=2"yp (2 x-k),

onde j especifica as diferentes escalas e k as diferentes
translacdes.

Para transformadas ortogonais, as fungdes ¢ e ¢/ séo
bases ortonormais dos subespagos complementares V; e
W,. Esta abordagem ¢é conhecida como analise em
multiresolugdo, cujos subespagos relacionam-se através
das equacdes:

Vj V..

i
Vj :Vj+l ®Wj+1;

V, =W, ®W, ®---®W, ®V,; J >0.

A conexdo entre as teorias wavelet, andlise em
multiresolugdo e bancos de filtros QMF (Quadrature
Mirror Filters), € abordada em (Strang e Nguyen, 1996),
onde a transformada wavelet discreta de um sinal é
obtida via filtragem e posterior subamostragem. E usual
implementa-la com um sistema de bancos de filtros de
dois canais, de acordo com a figura 1, sendo a estrutura
de decomposigéo do sinal em um ndmero maior de niveis
conhecida como arvore diadica. A transformada wavelet
discreta inversa é equivalente a operagéo de sintese.

as

Figura 1: Decomposicédo wavelet 1D por filtros QMF

As relagdes das fungbes @(x) e y(x) com os coeficientes
dos filtros QMF, hx e gk, cujas respostas impulsionais tém
comprimento L, sao

P =NZT oK) . v(0=VZY ap@x-K). (1)

Uma fungédo f(x) pode ser decomposta conforme (1), em
subespacos wavelet de menor resolugao

f0) = alp () =2 a/p] )+ > dy!(x),

kez kez j=1kez
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Modelagem usando transformada wavelet packet 2

Figura 2: Decomposi¢éo wavelet 2D em um nivel: (a) banco de filtros para um Unico nivel; (b) subespagos da transformada wavelet.
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Figura 3: Decomposicdo wavelet 2D em dois niveis (segundo a seqliéncia ndo convencional): (a) banco de filtros; (b) subespagos obtidos.
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Figura 4: Decomposicédo wavelet packet 2D em dois niveis: (a) banco de filtros; (b) subespagos obtidos.

onde
a, = coeficientes no subespago V;,

d,) = coeficientes no subespago W,

A precisao da reconstrugdo da funcdo a partir destes
coeficientes esta ligada a base wavelet utilizada. Pelo
fato do algoritmo implementado neste trabalho necessitar
de uma reconstrucdo perfeita para a obtengdo do
sismograma, empregou-se as wavelets desenvolvidas
por Daubechies em (Daubechies, 1992).

A decomposi¢cdo de um sinal bidimensional em seus
coeficientes wavelet, quando efetuada a uma escala
(nivel) € mostrada na figura 2. Quando a decomposicéo é
efetuada a mais de um nivel, pode ser obtida de formas
diferentes. A forma chamada de convencional consiste na
tomada da TW das linhas seguida pela TW das colunas.
A maior desvantagem desta forma € a mistura entre as
diferentes escalas. Outra forma, chamada de nao-
convencional, é obtida pela decomposigao alternada de
linhas e colunas a cada nivel, conforme mostrado na
figura 3.

O resultado de cada nivel de decomposic¢édo j € um novo
grupo de quatro subespagos denominados aproximacgao,

detalhe horizontal, detalhe vertical e detalhe diagonal, ou
simplesmente, Aj, H;, V;e D;.

Pode-se representar  a transformada  wavelet
matricialmente por W, e sua inversa por W', Defina os
vetores concatenados de coeficientes wavelet

1D: f ={a,,d;} j=1..3,
2D:U ={A},HJVJ,D/} j=1....J.

As transformadas wavelet das funcdes discretas f° e U*°
séo
f=Wf’o fO=W7'f,
U=WU"W" <U°°=wdw".

Devido a utilizagdo de bases wavelet ortonormais, a
transformagdo W' equivale & W', fato que sera levado
em consideracdo daqui em diante.

Transformada wavelet packet

Uma outra abordagem para a decomposigao wavelet em
mais de um nivel é a chamada de wavelet packet, que
ndo se limita ao subespago de aproximagao nas
sucessivas decomposigdes. Em duas dimensdes, a
transformada continua sendo aplicada nos subespagos
H, V, e D, gerando assim uma quantidade de 4’
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subespagcos contra os 1+3J alcangados pela
transformada wavelet. Esta abordagem é valida também
para o caso 1D, porém isto ndo é do escopo deste
trabalho.

Esta vertente & explorada devido ao particionamento
mais homogéneo obtido (figura 4), ideal para distribuicéo
uniforme de tarefas em paralelo.

Operadores diferenciais para bases wavelet

Estudos (Beylkin, 1992; Jameson, 1993) demonstram a
estreita relagdo entre operadores diferenciais wavelet e
os de diferencas finitas.

As derivagdes parciais de uma fungdo U=U(z,x) podem
ser representadas por

U'=D,U e U'=UD,

onde D, e Dy sdo matrizes multi-diagonais e cada uma de
suas diagonais portadora de um dos coeficientes do
operador diferencial. Por exemplo, a partir do operador
causal de primeira ordem para a primeira derivada [-1 1],
temos

1 -1

como operador D, de um sinal com 4 linhas.

Os operadores em dominio wavelet podem ser obtidos da
TW 2D dos operadores D em dominio espacial.

D=WDW' < D=W'DW ;
~ A, H
ondeD=| ° ' °
VD DD
segue que
f'=W'DW W' f . f'=W'Df . Wf'=Df .. f'=Df
onde o operador mapeia os coeficientes originais nos
coeficientes da derivada no dominio wavelet.
Propagacdo no dominio wavelet

A propagacao da onda acustica é o conceito fundamental
na dedugéo de um processo de modelagem ou migragcao
sismica, sendo regida pela equacédo da onda escalar, que
em 2D assume a forma

o°U(z,xb) N PUxt) _ 1 °Uxtb)
ox? Fordd c® o
onde estdo representados x (deslocamento horizontal), z

(profundidade), t (tempo), U (presséo) e C (velocidade da
onda de pressao no meio).

Apd6s tornar discreta a fungdo continua U, suas
transformadas wavelet 2D, direta e inversa, sao

U=WUW <U=W'UW,;
W, =TWD com respeitoa X,
W, =TWD com respeito a z.

Substituindo as  derivadas  pelos  operadores,
considerando C constante e aplicando a transformada
wavelet, temos

2)
b2+ 50 = = Y

C* ot

Explicitando a estrutura da operagdo matricial do primeiro
membro para o caso da decomposicdo em um nivel, e
descartando os subespagos dos operadores fora da
diagonal (Hpx, Hpz, Vbx e Vpz), conforme visto em
(Dessing e Wapenaar, 1995), chega-se a aproximagao

AJADX+ADZAJ HUDDX+ADZHU
VU ADX + DDZVU DU DDX + DDZ DU

chegando a desejada independéncia entre os
subespacos da TW fungéo U. O mesmo conceito, quando
aplicado a decomposigdo wavelet em dois niveis resulta
em

Az Azpy + Az, Az | Hay Dogy + Ao, Hoy
Vay Azpy + D2y, V2, | Dz D2py + D2y, Do
Vi Atgy + Dip; Vi

Ha, D1y + Ay, Hay

Dy, D1y + D1y, Dy

Na abordagem wavelet packet com dois niveis de
decomposigao, temos

AAy VoA ANy VVy
H2Ay, D2Ay  HVy, D2Vy,

U=

A2Hy,  VeHy,  AeDyy  VaDy

HzHi, D2Hi, H2Dy,  D2Dy
[ AoA, VoA, AN, Vi,
B. = HaAp,  D2Ay,  HVi, DVig,
X AeHa VeHiy,  AeDiy  VaDip,
| HeHip  D2Hip,  HeDip,  D2Dipy
[ AAy, Vohy, AV, VN,
5. H:Ap, D2A,, HNiy, DV,
27| AHiy, VoHi, AoDi, VaDi,
| H2Hi,, D2Hiy, H2Dyy, D2Dyp,

E o resultado, considerando relevantes somente os
subespacgos da diagonal principal é

PAAy AeA, VoA DaA, ANy AeDiyy V2V, D2Digy
HaAy AcAuy,  D2Ayy D2Ay,, HaVay AeDay D2V D2Dagy
AeHyy AcAyy VaHyy D2Awy, AeDiy A2Diyy V2Diyy D2Dipy
HzHy, AeApy  D2Hyy D2Ay,,  HeDiyy A2Diy, D2Dyy D2Dagy
PPy, PoAyy, A, Vol Aol ANy Ay, VoV,
AP, HaAyy Ao, DaAyy AeA, HaVy, Aoy, DaVy
A2Dy, AoHy,  AeDip,VeHy,  AeDiy, A2Dy,  A2Diy,VaDyy
D2D1y, H2Hy,  D2Diy, D2Hy,  D2Diy, H2Dy,  D2Diy, D2Dy,
16U
S

Para campos com velocidade variavel, Wu e McMechan
(1998) demonstram o resultado
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[

2
200 ~§- 2,

at
S={Si". S\ S Sk
_ 1
C*(z,x)’

lwh

§]

S(z,x) =

cuja solugdo numérica é idéntica a solugdo para meios
homogéneos. A validade deste resultado depende da
suavidade na variagao das velocidades no campo.

Em (Loureiro et al. 2003), é mostrada a forma
S={S\7 SIS Sk

que difere da forma anterior por somente considerar o
subespaco de aproximagdo resultante da transformada
wavelet.

Exemplo

O processo de modelagem acustica foi aplicado sobre o
perfil de velocidades encontrado em (Cetale Santos,
2003) apds a suavizagéo das transices de velocidades,
conforme mostrado na figura 5 (a). Com 3200m de
afastamento e 1600m de profundidade, o campo foi
amostrado a cada 4 metros, resultando em uma malha
computacional de 400x800 amostras. Foram realizadas
simulagbes com os algoritmos de diferengas finitas,
wavelet packet com 1 nivel de decomposicao e wavelet
packet com 2 niveis de decomposigéo, sendo utilizada a
wavelet Daubechies-6. O tempo simulado foi de 1,2s com
passo de 0,2ms e os resultados sdo mostrados nas

(a) - perfil de velocidades

0,6

profundidade (m)
2
tempo (s)

1600
afastamento (m) 1,2

figuras 5 (b),(c) e (d), respectivamente.

A figura 6 mostra em detalhe a regido marcada nas
figuras 5 (b), (c) e (d). Os eventos mostrados sédo as
reflexdes nas trés primeiras interfaces do modelo. Os
resultados utilizando transformada wavelet sofrem um
pequeno deslocamento na fase quando comparados ao
resultado obtido por diferengas finitas.

Conclusbes

No método diferencgas finitas, a distribuicdo dos recursos
computacionais, geralmente utilizadas em modelos de
grande escala, sofre com uma desgastante comunicagdo
entre os processos. Por sua vez, os métodos wavelet,
além da distribuigdo dos recursos, oferecem, através das
aproximagbes discutidas, a independéncia total dos
processos até o Ultimo passo, quando entdo seus
resultados sdo combinados.

Os métodos expostos em (Dessing e Wapenaar, 1995;
Wu e McMechan, 1998) sugerem uma particdo ndo
homogénea dos dominios. Seguindo estes métodos, uma
distribuicdo de tarefas em um cluster homogéneo tém
custos computacionais diferentes e os nds responsaveis
pelas tarefas mais pesadas determinam o tempo total de
processamento, enquanto os demais permanecem
0Ciosos.

Neste trabalho, o processo de modelagem no dominio da
transformada wavelet foi estendido ndo sé para a
decomposicdo em mais de um nivel, como para a
utilizacdo da abordagem wavelet packet, que tem a
vantagem de fazer uma particio homogénea dos

slsmogramas

1600 3200 1600 3200 1600 3200
afastamento (m)

Figura 5: Modelagem acustica: (a) perfil de velocidades; sismogramas obtidos por (b) diferencas finitas, (c) um nivel de decomposigao
wavelet e (d) dois niveis de decomposicdo wavelet packet.

Trago do sismograma

=== dif. fin.

— wavelet [1]
------ wavelet [2]

tempo (s) 0,32
Figura 6: Modelagem acustica: Tragos extraidos dos sismogramas da figura 5 (b), (c) e (d)
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dominios. Esta forma aumenta a eficiéncia da
implementacao paralela em um cluster de computadores,
pois diminui o tempo ocioso.
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