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Onde, A é a amplitude, gi é o vetor de polarização, F é o 
sinal analítico, τ é a eikonal, ρ é a densidade, aijkl é o 
tensor de rigidez elástica normalizado e nj é o versor 
normal à interface. Desta forma, e considerando algumas 
propriedades do sinal analítico e seus argumentos, tem-
se as condições de contorno escritas da seguinte 
maneira: 
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onde o sobre índice r indica reflexão, o sobre índice t 
indica transmissão e os sobre índices numéricos 1,2,3 
indicam as ondas qP, qS1 e qS2 respectivamente. O 
termo X i é dado por: 

lkjijkli pgnaX ρ=              (3) 

O cálculo das grandezas da equação 2 pode ser visto em 
Mendes (2003). Essa equação fornece as amplitudes de 
reflexão e transmissão das ondas qP, qS1 e qS2 
incidentes e transmitidas. A partir de então, os 
coeficientes de reflexão são calculados como: 

j

ri

ij A
AR =                  (4) 

Esses coeficientes, que variam em função dos ângulos 
de inclinação (ϕ) e azimute (θ) do raio incidente, trazem 
consigo informações sobre o tensor de rigidez elástica 
normalizado pela densidade e podem ser escritos como 
Rij(θ,ϕ,aijkl). A seguir será visto como relacionar os 
parâmetros de fratura aos elementos do tensor de rigidez 
elástica. 

O modelo de Hudson para meios fraturados 

O modelo de Hudson (Hudson, 1980 e Hudson, 1981) 
permite calcular a propagação de ondas elásticas através 
de materiais que contenham distribuições de fraturas de 
formato circular. O modelo fornece informações sobre os 
coeficientes de Lamé do material que preenche as 
fraturas, o que possibilita identificar preenchimento por 
fluido, gás ou sólido. Através dele pode-se expressar o 
tensor de rigidez elástica do meio fraturado como uma 
expansão em série de potência em torno da densidade 
de fraturas (e). O termo de correção de primeira ordem 
(C1

ijkl) pode ser escrito em função do tensor de rigidez 
elástica do meio isotrópico de fundo como: 

mnnpklmpijijkl UCCeC 001

µ
−=           (5) 

onde Umn é uma constante adimensional dada em 
Hudson (1981) e o sub índice p representa o eixo 
coordenado ao qual o sistema de fraturas é 

perpendicular. O tensor de rigidez elástica de primeira 
ordem será dado por (Bakulin et al, 2000): 

10
ijklijklijkl CCC +=                 (6)  

Neste caso, devido ao truncamento da série no termo de 
ordem 1, exige-se que a densidade de fratura (e) assuma 
valores suficientemente pequenos a fim de se preservar a 
acuidade da equação. No caso de um sistema de fraturas 
perpendiculares ao eixo x1, deve-se construir a matriz de 
rigidez elástica levando em consideração que, devido a 
simetria do problema, os valores de Umn  serão não nulos 
apenas no caso em que m=n. Hudson (1981) mostrou 
que para fraturas preenchidas por sólidos de baixa 
resistência a compressão e cisalhamento, e um sistema 
de fraturas perpendicular ao eixo x3, as grandezas U11 
,U22 e U33 tornam-se: 
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onde α é a razão entre os semi eixos menor e maior do 
esferóide, λ e µ são os coeficientes de Lamé para o meio 
de fundo e λ´ e µ´ são os coeficientes de Lamé para o 
material que preenche a fratura. Ele também definiu 
essas grandezas para os casos de preenchimento por 
fluido e por gás as quais podem ser vistas em Hudson 
(1981). Expressões semelhantes podem ser deduzidas 
para os casos de um sistema de fraturas perpendicular 
ao eixo x1 e x2. 

Resultados  

Para analisar a influência de sistemas de fraturas 
diferentemente caracterizados sobre os coeficientes de 
reflexão, elaboramos um meio composto por duas 
camadas anisotrópicas distintas separadas por uma 
interface plana horizontal. A primeira camada possuía 
simetria VTI e para a segunda camada foram testados 
modelos com simetria HTIx (sistema de fraturas 
perpendiculares ao eixo x1) com fraturas secas e 
preenchidas por fluido e HTIy (sistema de fraturas 
perpendiculares ao eixo x2) com fraturas secas. O 
objetivo foi testar possíveis variações significativas nos 
coeficientes de reflexão quando comparamos sistemas 
de fraturas diferentemente caracterizados quanto ao tipo 
de preenchimento e orientação geométrica. A tabela 1 
mostra respectivamente os coeficientes não nulos de 
rigidez normalizados pela densidade e densidade para a 
primeira camada e de cada modelo adotado para a 
segunda camada. 

 

        Modelo 

Coef. 

VTI HTIx (1) 

(seco) 

HTIx(2) 

(fluido) 

HTIy(3) 

(seco) 

a11 (m2/ms2) 20,00 14,8610 16,0000 15,7152 
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a12  (m2/ms2) 9,00 7,4304 8,0000 7,4304 

a13 (m2/ms2) 10,00 7,4304 8,0000 7,7152 

a22 (m2/ms2) 20,00 15,7152 16,0000 14,8610 

a23 (m2/ms2) 10,00 7,7152 8,0000 7,4304 

a33 (m2/ms2) 26,00 15,7152 16,0000 15,7152 

a44 (m2/ms2) 7,00 4,0000 4,0000 3,9148 

a55 (m2/ms2) 7,00 3,9148 3,9148 4,0000 

a66 (m2/ms2) 5,5 3,9148 3,9148 3,9148 

ρ (kg/m3) 2000 2500 2500 2500 

TABELA 1: Coeficientes não nulos de rigidez 
normalizados pela densidade e densidade para a 
primeira camada e de cada modelo adotado para a 
segunda camada. Entre parêntesis os números pelos 
quais classificamos os modelos. 

 

A figura 1 mostra o módulo da diferença entre os 
estereogramas (estereograma residual) do modelo 1 e 2 
para os 9 coeficientes de reflexão. Através dela podemos 
analisar a resposta dos coeficientes de reflexão à 
variação do tipo de preenchimento das fraturas. Percebe-
se, como padrão geral que para ângulos azimutais em 
torno de 60º a 120º e 240º a 300º , para todos os ângulos 
de inclinação, não houve variação significativa de todos 
os coeficientes de reflexão em função do tipo de 
preenchimento. Não por coincidência, nesses ângulos a 
incidência do raio ocorre mais próxima ao plano de 
fraturamento. Observa-se para todos os estereogramas 
residuais que as anomalias ocorrem para valores altos do 
ângulo de inclinação. Nas figuras 1a), 1c), 1g) e 1i), as 
anomalias residuais ocorrem em uma faixa de ângulo 
azimutal que vai de -30º a 30º e 150º a 210º . Todas 
essas figuras dizem respeito a estereogramas que não 
envolvem a onda qS1. As figuras 1f) e 1h), são bastante 
semelhantes e possuem anomalias residuais acentuadas 
para ângulos de azimute em torno de 30º, 150º, 210º, e 
330º. As figuras 1b), 1d) e 1e), possuem anomalias 
residuais para ângulos de azimute na faixa de 30º a 60º , 
120º a 150º , 210º a 240º e 300º a 330º .Observa-se 
também uma simetria entre cada quadrante de todos os 
estereogramas, isto é, dobrando-se cada quadrante 
sobre o quadrante posterior ou anterior o gráfico se 
repetirá. 

A figura 2 mostra o módulo da diferença entre os 
estereogramas (estereograma residual) do modelo 1 e 3 
para os 9 coeficientes de reflexão. Através dela podemos 
analisar a resposta dos coeficientes de reflexão à 
variação na disposição espacial das fraturas. Nas figuras 
2a), 2b), 2c) e 2g) (onde a onda qP está presente), 
observa-se que as anomalias residuais ocorrem para os 
maiores ângulos de inclinação, enquanto que nas figuras 
2e), 2f), 2h) e 2i) (onde a onda qP não está presente), as 

anomalias residuais ocorrem para os menores ângulos 
de inclinação. Nas figuras 2a), 2c), 2e), 2g) e 2i), as 
anomalias residuais acentuam-se para faixas de ângulos 
azimutais que vão de -30º a 30º, 60º a 120º, 150º a 210º, 
e 240º  a 300º, enquanto que para as figuras 2b), 2d), 2f) 
e 2h), essas anomalias encontram-se nas faixas 
azimutais que vão de 30º a 60º, 120º a 150º, 210º a 240º 
e 300º a 330º. Novamente detecta-se o fenômeno da 
simetria por quadrante, sendo que agora, tal simetria 
estende-se também para quadrantes opostos. 

Discussão e Conclusões 

Nesse trabalho estudamos os efeitos da presença de 
fraturas diferentemente caracterizadas quanto ao tipo de 
preenchimento e disposição espacial sobre os 9 
coeficientes de reflexão das ondas que se propagam no 
meio. A análise dos gráficos da figura 1 permite-nos 
concluir que apenas os coeficientes de reflexão 
registrados para ângulos de inclinação elevados são 
afetados pelo tipo de preenchimento das fraturas. Alem 
disso, coeficientes de reflexão cujo ângulo de azimute 
torne a incidência do raio proximamente paralelo ao 
plano de fratura não são sensíveis ao tipo de 
preenchimento. Por outro lado, a figura 2 nos permite 
concluir que alguns coeficientes de reflexão são 
sensíveis à variação da disposição espacial apenas para 
ângulos de inclinação pequenos enquanto outros 
possuem tal sensibilidade apenas para ângulos de 
inclinação elevados. É possível que a simetria de 
quadrante, apresentada nos dois casos seja possível 
devido ao fato da camada superior possuir simetria VTI. 
Para atestar essa possibilidade é necessário realizar 
testes tomando-se outra simetria para a camada superior. 
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d) qS1-qP g) qS2-qP a) qP-qP 

   

   
e) qS1-qS1 h) qS2-qS1 b) qP-qS1 

   

   
f) qS1-qS2 i) qS2-qS2 c) qP-qS2 

   
FIGURA 1 – Estereogramas residuais envolvendo as dferenças entre os modelos 1 e 2. No eixo circular encontram-se os 
ângulos azimutais e no eixo radial encontram-se os ângulos de inclinação. 
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a) qP-qP 

 

 

b) qP-qS1 

 

 

c) qP-qS2 

 

 

d) qS1-qP 

 

 
e) qS1-qS1 

 

 
f) qS1-qS2 

 

 

 
g) qS2-qP 

 

 
h) qS2-qS1 

 

 
i) qS2-qS2 

 

FIGURA 2 – Estereogramas residuais envolvendo as diferenças entre os modelos 1 e 3. No eixo circular encontram-se os 
ângulos azimutais e no eixo radial encontram-se os ângulos de inclinação. 
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