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Resumo

Vários modelos de acústica oceanográfica são baseados em per-
fis multicamadas caracterizados pela densidade do fluı́do ou meio
elástico bem como pela velocidade do som neste meio. Dentre
esses modelos, o modelo de guia de onda sonora de Pekeris é
um dos mais simples, pois descreve a propagação do som entre
a superfı́cie e o fundo do oceano com um modelo de apenas duas
camadas. Em geral, o modelo de Pekeris fornece resultados sat-
isfatórios quando modela “águas rasas“ ou quando não há grande
variação da velocidade do som com a profundidade. Quando isto
não ocorre, tenta-se estratificar a região entre a superfı́cie e o
fundo do oceano em um número maior de camadas, bem como
também adotando-se uma dependência linear da velocidade do
som com a profundidade. Entretanto, tal procedimento aumenta o
grau de dificuldade tanto teórico quanto numérico de resolução do
problema, podendo as vezes inclusive tais soluções apresentarem
resultados espúrios. Neste trabalho mostraremos que podemos
tentar contornar um pouco essas dificuldades, aplicando a teo-
ria de expansões assintóticas para as soluções da equação de
Helmholtz tendo agora a velocidade sonora uma dependência fun-
cional explı́cita com a profundidade (Modelo de Pekeris general-
izado). Mostraremos também que essa teoria é estável e acurada.
Palavras-Chave: acústica oceanográfica, guias de onda, águas
profundas, expansões assintóticas.

Introdução:

A determinação do comportamento da velocidade do som
no oceano é uma tarefa extremamente complexa, pois tal
velocidade depende de vários fatores tais como pressão,
temperatura e salinidade [1]. Estes fatores variam não
só geograficamente como sazonalmente tornando tal es-
tudo uma tentativa de modelagem “quase local” dos mes-
mos. Por outro lado, como em média a maior variação
destes fatores ocorre com a variação da profundidade
oceânica, tem-se que a magnitude c da velocidade da
som é também uma função da profundidade. Além disso
o som é uma onda e dependendo do perfil de como c
varia com a profundidade, alguns efeitos ondulatórios rela-
cionados ao transporte de energia e momentum podem
se manifestar. Por exemplo, pode haver o aparecimento
de regiões de grandes gradientes de pressão (cáusticas

sonoras), difração por obstáculos bem como o surgimento
de regiões e direções de “fácil” propagação, nas quais a
energia é preferencialmente transportada. Estes últimos
são chamados de guias de onda e serão o principal objeto
de estudo deste trabalho. Para tanto o artigo será orga-
nizado da seguinte forma, na seção a seguir apresentare-
mos o modelo de Pekeris e sua generalização para águas
profundas. Além disso, baseando-se na teoria de ex-
pansões assintóticas uniformes (EAU), mostraremos como
é possı́vel se resolver de uma maneira acurada este tipo
de problema. Na seção restante comentaremos nossos
resultados e possı́veis perspectivas futuras.

Teoria de EAU para o Modelo de Pekeris Generalizado:

É bem sabido que para fluı́dos com densidade con-
stante ou constante por partes, os campos de pressão
e de deslocamento que evoluem harmonicamente com o
tempo (exp(iωt)) satisfazem nestes meios à equação de
Helmholtz [2, 3, 4]:

„
52 +

ω2

c(r)2

«
Φ(r) = 0 (1)

Vamos admitir aqui um sistema de coordenadas
cilı́ndrico (r, φ, z), onde superfı́cie e profundidade do
oceano são respectivamente caracterizadas pelo plano
z = 0 e direção positiva de z. Sendo assim, se c depende
apenas da profundidade z e propondo que o campo Φ pos-
sua simetria azimutal, então as soluções finitas em r = 0
da eq(1) possuem a forma Φ(r) ≡ J0(kr)Ψ(z). Onde k é a
constante de separação, J0 é a função cilı́ndrica de Bessel
de ordem zero e Ψ satisfaz a seguinte equação de onda:

d2Ψ

dz2
+

„
ω2

c(z)2
− k2

«
Ψ = 0. (2)

Em sua forma mais simples o modelo de Pekeris[5] con-
siste em supor o oceano como dois fluı́dos embebidos
em um semi-espaço infinito, onde a superfı́cie do oceano
é uma fronteira acusticamente “rı́gida”, pois despreza-se
a propagação sonora no ar em detrimento a no fluı́do.
Neste modelo, logo após a superfı́cie e até uma profun-
didade D, se supõe um fluı́do de densidade ρ1 no qual
o som se propaga com velocidade c1. Na camada semi-
infinita seguinte, admite-se um outro fluı́do com densi-
dade ρ2 e velocidade do som c2. As propriedades on-
dulatória e elástico-acústicas dos meios são conservadas
exigindo-se que os campos de pressão e deslocamento
sejam contı́nuos nas interfaces entre os fluı́dos em z = D.
No caso em que c1 < c2 e ρ1 < ρ2, mostra-se que
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[2, 3, 5] para alguns valores discretos de k a energia se
propaga eficientemente entre a superfı́cie até basicamente
à profundidade D, e que a partir dai tem-se uma quase
“penumbra” acústica. Neste sentido, diz-se que esse sis-
tema se comporta como uma guia de ondas. Esses guias
em“águas rasas” são muito sensı́veis à variações externas
principalmente as sazonais. De modo que a procura e o
estudo de guias mais estáveis em “águas profundas” se
tornou fundamental. Infelizmente, o sucesso do modelo
de Pekeris restringe-se à “águas rasas”, onde D não ul-
trapassa algumas centenas de metros [2]. Inviabilizando
assim a utilização deste modelo para discrição de guias
de longo alcance em“águas profundas”. Uma tentativa de
superar isto consiste em introduzir um número maior de
camadas à medida que a profundidade aumenta. Entre-
tanto se o número de camadas aumenta muito, tal proced-
imento aumenta também a complexidade computacional
do problema [2]. Além disso, dependendo da razão entre
o comprimento de onda incidente e largura das camadas,
tal método pode introduzir resultados expúrios ao prob-
lema real [2]. Em vista disso, uma outra alternativa con-
siste em tratar as propriedades acústicas desses meios
inomogêneos modelando-se uma dependência funcional
da velocidade do som com a profundidade. A este último
procedimento chamaremos de modelo de Pekeris gener-
alizado que passaremos agora a descrever para o caso
de possı́veis guias em “águas profundas”. Para tanto, va-
mos admitir que c(z) = c0f(z), onde c0 é a velocidade do
som emediatamente após a superfı́cie oceânica e f é uma
função bem comportada da profundidade. Possı́veis mod-
elos de funções interpoladoras f são bastante estudados
e conhecidos na literatura [6, 7, 8]. Em geral, no caso de
guias essas funções devem apresentar um valor de veloci-
dade mı́nimo cmin para uma dada profundidade finita zmin

[2], como mostra a figura(1). Aqui vamos modelar o perfil
de velocidade mostrado na figura(1) da seguinte maneira:

c(z) =
c0p

1 + A/z0

r
1 +

A

z + z0
+

tanh (B z/L)

B
. (3)

Onde os parâmetros z0, A, B e L são ajustados a
um dado pefil de oceano especı́fico. No caso limite de
L → ∞, a eq(3) se reduz ao bem conhecido modelo de
meio acústico linear[2, 3]. Entretanto, em geral não é
possı́vel se obter uma solução explı́cita da eq(2) para o
perfil de velocidade(3). Pode-se tentar resolver numerica-
mente a eq(2), mas como veremos mais adiante, isto não
é uma tarefa fácil e nem sempre seus resultados são satis-
fatórios. Neste trabalho vamos tentar contornar um pouco
isso resolvendo o problema acima utilizando a técnica de-
senvolvida por F. W. J. Olver[9], baseada no desenvolvi-
mento de EAU para solução de equações diferenciais or-
dinárias. Esta técnica é um aprimoramento do método
WKB[9], principalmente por suas soluções serem finitas
nos pontos z1 e z2 que são zeros da equação,

c(z1,2)k = ω. (4)

De tal forma que, por exemplo, uma possı́vel solução de

(2) na região z1 ≤ z ≤ zmin é descrita na teoria EAU por:

Ψ(z) ≈ Ψ0Ai

0
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2
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(5)
Onde Ai são as funções de Airy[10], Ψ0 e α1 são con-
stantes, sendo que esta última depende fortemente do
valor da velocidade nos pontos z1 e z2. Além disso, a con-
stante de separação k → kn admite agora apenas valores
discretos que satisfazem assintoticamente a:

z2Z

z1

dź

s˛̨
˛̨ ω2

c(ź)2
− k2

n

˛̨
˛̨ ≈ (n +

1

2
)π; n = 0, 1, 2, ... (6)

De modo que, para uma dada freqüência fixa ω,
resolvendo-se simultaneamente as eqs(4 e 6) para k →
kn, a fórmula(5) representa a EAU da solução de (2) no
intervalo z1 ≤ z ≤ zmin[9]. Vejamos agora, um exemplo
numérico disto.

Resultados:

Vamos supor que para um dado modelo de oceano, para
uma profundidade z medida em metros, a velocidade do
som (em metros por segundo) seja interpolada por:

c(z) ≈ 1295.642269

»
1 +

269.3576456

z + 652.562325
+

tanh(3 z / 7833.218557)

3

–1/2

(m/s). (7)

Com c0 ≈ 1540 m/s , cmin ≈ 1468 m/s e zmin ≈
884 m. Para uma freqüência ω = 50rad/s, a figura(2a
e b) mostra para os estados n = 0 e 1 respectivamente,
o comportamento do campo acústico Ψ (em unidades ar-
bitrárias) a medida que a profundidade z varia. Nesta
figura(2a e b), a curva cheia é a teoria EAU associada ao
perfil de velocidade(7) enquanto que os cı́rculos represen-
tam os resultados obtidos por integração numérica (IN) de
(2) utilizando-se o método de Runge-Kutta de 4a ordem.
Nota-se que, com execeção dos pontos na vizinhança de
zmin ≈ 884 m, o método IN é instável e rapidamente apre-
senta resultados não confiáveis uma vez que sabemos que
para n=0, Ψ deve apresentar um único pico na vizinhança
de zmin, enquanto que para n=1, zmin é próximo de um
zero de Ψ e que Ψ deve apresentar apenas um valor
máximo e outro mı́nimo [2, 3]. Por outro lado, observa-
se da figura(2a e b) que a teoria EAU é bastante estável
para qualquer valor de profundidade z e apresenta resul-
tados bem satisfatórios, uma vez que todos esses critérios
para o comportamento de Ψ são satisfeitos.

Conclusão e Perspectivas Futuras:

Mostramos aqui que o método de EAU pode se tornar
uma ferramenta útil em acústica oceanográfica, principal-
mente no estudo de guias em “águas profundas”. Onde
tal método aparece como uma alternativa estável para
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o cálculo de campos elástico-acústicos em meios in-
omogêneos isotrópicos. Uma das grandes vantagens
deste método consiste em sua convergência uniforme[9].
Em outras palavras, a garantia de convergência uni-
forme é uma ferramenta poderosa não apenas teórica
como experimentalmente, pois uma vez que a fórmula de
extraploção(3) possui poucos parâmetros de ajuste (4 ao
todo, z0, A, B e L), pode-se partir de alguns resultados
de medida de velocidade em “águas rasas” tentar esti-
mar o comportamento da velocidade c em “águas profun-
das”. Posteriormente, a eficiência e acurácia deste proced-
imento pode ser confrontada com resultados experimen-
tais para o perfil do campo elástico-acústico, modelando-
se este através da eq(5). Por outro lado, baseados em nos-
sos trabalhos anteriores em eletromagnetismo e métodos
matemáticos[11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18], acreditamos
que é possı́vel se estender esta teoria não apenas ao
problema do guia, que envolve um espectro discreto de
kn, como também a problemas relacionados ao espectro
contı́nuo, tipo propagação, difração e espalhamento por
obstáculos no âmbito da acústica oceanográfica. Estes
são nossos esforços atuais, e que pretendemos relatar em
breve.
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COMPARAÇÃO ENTRE AS TEORIAS EAU E IN
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Figura 2: para uma freqüência ω = 50rad/s, mostra em a) quando n = 0 e em b) quando n = 1, o comportamento do
campo Ψ (em unidades arbitrárias) em função da profundidade z.
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