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Abstract

In general the inverse problems in Exploration
Geophysics are ill-posed, so that they need some kind of
regularization.  In this work we deal with acoustic
traveltime tomography, which is non-linear, so that we
use Taylor's series in order to linearize the inverse
procedure. Due to the ill-posedness we use the
regularization by derivative matrices. This approach
needs the so called regularization parameter lambda.
There are several techniques for the selection of the
optimum lambda and in this work we use the Generalized
Cross Validation or GCV. After the numerical simulations
in one set of synthetic data we conclude that GCV is a
feasible and is also a robust technique for the selection of
the optimum regularization parameter lambda.

Introducéo

A tomografia sismica tem sido utilizada em Geofisica de
Exploragdo com o propésito de fornecer imagens em
subsuperficie de potenciais reservatorios de
hidrocarbonetos. A tomografia sismica tal que a
tomografia médica é classificada como um método de
inversao de dados. A tomografia consiste em uma técnica
de reconstrugdo de imagens por meio do mapeamento e
soma dos valores de propriedades fisicas em
determinadas diregbes. Em outras palavras, é um tipo
especial de problema inverso que permite estimar uma
funcdo utilizando-se integrais de linha. Neste trabalho,
utilizamos a tomografia de transmissdo cujos dados de
entrada sdo os tempos de transito medidos entre fontes e
receptores e os parametros de modelo é o vetor de
vagarosidades (reciprocos das velocidades) do meio
bidimensional. A Inversdo tomografica € um problema
mal-posto devido ao fato das condigcdes de existéncia,
unicidade e estabilidade ndo serem completamente
satisfeitas. Desta forma, é requerido um tratamento
matematico de modo a garantir solugbes mais realistas.
Nés utilizamos a regularizagdo por matrizes de derivadas,
mais conhecida na literatura como regularizagdo de

Tikhonov. Esta abordagem solicita a selegdo de um
parametro de regularizagdo A que ofereca a melhor
solugdo do procedimento inverso. Com o intuito de
selecionar um valor 6timo desse parametro A,
empregamos o critério da Validagcdo Cruzada
Generalizada, mais conhecido como GCV, do inglés
Generalized Cross Validation.

Metodologia

Desenvolvemos uma metodologia de inversdo
tomografica na geometria de aquisicdo pogo a pogo, ou
interpocos, também chamada de XWP do inglés Cross
Well Profile. Nessa configuracdo as fontes e receptores
estdo dispostos ao longo de pogos. A tomografia de
tempos de transito desconsidera a forma da onda e utiliza
apenas o tempo de percurso entre fontes e receptores.

Esses tempos de transito formam o vetor dos parametros

de dados observados d°* na inversdo. A modelagem
direta é obtida com a teoria do tragado de raios que
permite modelar os meios geolégicos com boa exatidéo e
eficiéncia computacional. O meio de interesse ¢é
discretizado em células, via de regra com dimensbdes
uniformes. O tragado de raios fornece o comprimento de
arco em cada célula. Com essa abordagem, fazemos
uma analise para meios heterogéneos, ou seja, a
velocidade da onda acustica varia de célula a célula,
sendo porém constante dentro de cada célula. Como o
meio é heterogéneo o tragado de raios fornecera raios
encurvados, que devem obedecer a Lei de Snell em cada
interface entre duas células. Os comprimentos de arcos
serdo os coeficientes da matriz G. Finalmente, os
parametros do modelo a serem estimados estao contidos

no vetor M , € correspondem a vagarosidade
estimada, que por seu turno é a saida do procedimento
inverso. Como esse problema é nao-linear, uma vez que
o caminho de cada raio depende das velocidades (ou
vagarosidades) do meio, ha a necessidade de se
linearizar o problema. Substituimos a fungdo nao-linear
pela sua expansdo em série de Taylor, truncando a
expressao até o termo de primeira ordem. O processo foi
utilizado de forma iterativa, sendo k a ordem da iteragéo
conforme a expressao:

Amesl‘k — Gk’+Ad0bS‘k.
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Aplicando o método da decomposicdo em valores
singulares o sistema linear é resolvido em cada iteragéo.
Devido ao mal-condicionamento da matriz tomografica
G utilizamos requisitos adicionais de suavidade da
solucdo, ou a chamada regularizacdo por matrizes de
derivadas. A regularizagdo tem um parémetro de entrada
de papel crucial chamado parametro ou fator de
regularizacdo, A. Um bom parametro A pode proporcionar
um balanceamento ideal entre a minimizagéo do erro nos
dados e a suavizagdo dos pardmetros do modelo na
solugéo regularizada. A fim de selecionar um adequado
parametro A usamos uma técnica bastante popular
chamada de Validagdo Cruzada Generalizada (GCV do
inglés Generalized Cross Validation).

SVD e Regularizagéo

A inversa do operador matricial G é chamada de
pseudo-inversa, ou inversa generalizada, ou ainda de
inversa de Moore-Penrose, e denotada por G* . Neste
trabalho a pseudo-inversa é calculada em cada iteragao

em k. Para tanto, recorremos a técnica da decomposicéo
por valores singulares onde a matriz G, € decomposta

segundo a expressdo G =UZV onde U € a matriz

MM

. . T
que contém os autovalores ortonormalizados de GG,

\Y

. T s . .
ortonormalizados de G' G e X é a matriz diagonal que
contém os valores singulares de G colocados em ordem
decrescente. A inversa de Moore-Penrose é definida por

. T +
uma matriz dada por: G ' =VZ'U' onde X
representa a matriz diagonal com os valores reciprocos

dos valores singulares ndo-nulos de X. Com a
introducdo da regularizagdo de Tikhonov termos

referentes & suavidade do modelo (D, M) s&o inseridos

w & @ matriz que conttm os autovalores

na fungdo objetivo além do erro () (Bassrei & Rodi,
1993):

¢(m)=e’e+A(D,m)"(D,m),

onde A é o parametro de regularizagdo e Dn € a matriz

derivada de ordem n . Ao minimizar essa fungao objetivo
obtém-se:

m* =(G'G+AD/D )" G'd*.
Para o processo linearizado a solugédo passa a ser
est,k __ T,k ~k T k,+ ~T,k obs,k
AmM®* =(GT*G* + ADD )" GTF AP,

onde temos para cada iteragdo a solugdo estimada é
atualizada pela expressao:

est,k+1 est,k est,k
m =M +Am .

Para A=0 a solugao se reduz ao método dos minimos

quadrados. E para n=0, Dn corresponde a matriz

identidade o que corresponde a uma regularizagéo de
ordem zero, sendo que neste caso a solugéo se reduz ao

método dos minimos quadrados amortecidos. Para D1 a
regularizagcdo é de primeira ordem (primeira derivada) e
D2 temos a regularizagdo de ordem dois (segunda
derivada).

O Critério GCV

A GCV sugere que um bom valor para o parametro de
regularizacéo deve prever dados do vetor de tempos de
transito que estejam faltando ou que foram retirados.
Mais precisamente, se um elemento do vetor de dados
for retirado, entdo a solugéo regularizada correspondente
deve prever bem essa falta. O critério GCV é baseado
em consideragdes estatisticas, no principio da validagéo
cruzada que consiste em resolver o problema inverso
regularizado omitindo-se um dado do vetor de dados por
vez. Em cada realizagdo € empregado um valor diferente
e determinado do parametro de regularizagédo A, Se o A
usado for adequado espera-se que o vetor de dados
calculados obtidos na modelagem direta para a k-ésima
interacdo seja bem préximo do vetor de dados
observados. Desta forma, o A 6timo sera aquele que
minimiza a fungdo (Wahba, 1990):

N
v =S e - d, [m 1}
k=1
Esta é a fungdo de validagdo cruzada convencional. A
mesma pode ser avaliada de um modo mais eficiente,
ndo necessitando resolver explicitamente a problema
inverso para cada observagdo omitida, utiliza-se a
seguinte expressao (Wahba, 1990):

v g —d, (m,)f

VM=)

= [1-AWF
onde m, :G(GTG + D, Dn)+GTd°bSé a solugao do

problema inverso para um valor particular de A. Por seu
turno A,, € o i-ésimo elemento da matriz diagonal da

matriz A(\) =G(G'G +ADID,) G".

A fungao de validagdo cruzada nao € invariante sob uma
transformagdo ortogonal do sistema linear original.
Portanto, o valor de A que minimiza a fungéo V(A) para o
problema transformado ndo € o mesmo A que minimiza a
fungé@o V() para o problema original, levando resultados
diferentes para problemas equivalentes. Por essa razéo

tal fungdo foi modificada obtendo a fungdo de validagéo
cruzada generalizada ou GCV, dada por (Wahba, 1990):
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o
{traco[1 - A

GCV(A)=

Na comunidade de geofisicos, o critério GCV ja foi
aplicado na inversdo 1-D de dados eletromagnéticos por
Farquharson & Oldenburg (2004) e em sismologia de
exploragéo por Santos (2006) e Santos & Bassrei (2007),
no caso uma aplicagdo em tomografia de difracéo.

Resultados

Utilizamos um modelo sintético que representa uma
situagdo geoldgica tipica (Figura 1) para analisar a
metodologia empregada de tomografia linearizada.
Foram dispostos 30 fontes num pogo e 30 receptores no
outro pogo, de modo a se ter 900 raios ou 900 equagdes.
O meio geolégico foi discretizado em 800 blocos
quadrados com vagarosidade (reciproco da velocidade)
constante em cada bloco, sendo 20 blocos na horizontal
e 40 blocos na vertical. Por conseguinte o problema é
dito sobredeterminado, isto é, existem mais equagdes
que incégnitas. Conforme se pode ver na Figura 1
existem cinco camadas com velocidades entre 2000 e
3000 m/s. Sao trés camadas que representam arenitos
com velocidades acusticas de 2800, 2900 e 3000 m/s.,
assim como duas camadas que representam folhelhos
com velocidades de 2300 e 2200 m/s. Os diferentes
valores de velocidade para as rochas estdo associados
as diferengas nas suas propriedades petrofisicas, tais
como a porosidade, densidade e grau de saturacédo em
Oleo. Existe ainda uma falha que juntamente com os
cinco niveis estratigraficos, constituem uma trapa mista
para acumulacdo de hidrocarboneto (zona de baixa
velocidade 2000 m/s). O imageamento adequado de
estruturas geoldgicas, tais como falhas, é de interesse
para a industria do petréleo, uma vez que tais estruturas
podem atuar como reservatorios de hidrocarbonetos.

Empregamos trés ordens de regularizagdo: zero, um e
dois e o pardmetro 6timo selecionado deve esta
associado ao minimo de cada curva da fungdo GCV. O
método usado é o de iteragdo simples de forma que o
GCV ¢é aplicado em cada iteragdo, por significar cada
iteragdo um problema linear particular, e por sua vez um
A 6timo é escolhido na iteragdo respectiva. Geramos
curvas da fungdo GCV em relagdo ao parametro A como
variavel independente para cada exemplo, sendo uma
curva para cada ordem de regularizagdo. Na primeira
iteragao partiu-se de um modelo inicial de velocidade
acustica constante igual a 3000 m/s equivalendo ao
tragado de raios retos.

Para a regularizagao de ordem zero, a Figura 2 mostra a
curva GCV para as 4 iteragdes realizadas mostrando um
A otimo associado ao minimo em cada iteragdo. As
Figuras 3 e 4 mostram a recuperagdo tomografica
equivalente. O critério de parada foi considerado quando

a variagdo nos valores de velocidades torna-se minima
conforme se verifica entre as diferentes iteragdes.

No caso da regularizagdo de ordem um, a Figura 5
mostra a curva GCV para as 4 iteragbes realizadas
mostrando um A étimo associado ao minimo em cada
iteracdo. As Figuras 6 e 7 mostram a recuperagao
tomografica equivalente. Tal qual o caso anterior
verificou-se que 4 iteragbes sao suficientes.

Finalmente, para a regularizagdo de ordem dois, a Figura
8 mostra a curva GCV para as 4 iteragdes realizadas
mostrando um A 6timo associado ao minimo em cada
iteracdo. As Figuras 9 e 10 mostram a recuperacao
tomografica equivalente.

Note-se que para as trés ordens a imagem recuperada
na quarta iteragdo mostra boa coeréncia com o modelo
verdadeiro.

Conclusdes

Neste trabalho, analisou-se a aplicabilidade do critério
GCV para a escolha do fator 6timo de regularizagédo
aplicada em tomografia linearizada de tempos de transito
com um modelo sintético. Os modelos recuperados
apresentam boa concordancia com os respectivos
modelos verdadeiros, permitindo validar a técnica GCV.
As simulagbes permitem concluir que apesar do critério
GCV apresentar baixo custo computacional, para se
adquirir bons resultados é requerida a qualidade dos
dados de entrada, além da boa cobertura, isto é, uma
boa iluminagdo do meio pela passagem dos raios pelo
mesmo.
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MODELO VERDADEIRO
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Figura 1 — Modelo geolégico verdadeiro com
velocidades em m/s.

Distancia vertical (m)

1e-06

T T
iteracao 1
iteracao 2 -————

it
iferacao 4 -
1e-07 |
/

1e-08

GCV

(L0 R ——

1e-10 L L L L L L L L L
1e-10  1e-08 1e-06 0.0001 0.01 1 100 10000 1e+06 1e+08 1e+10

parametro de regularizacao

Figura 2 — Curva GCV em fungéo do parédmetro
de regularizagédo, para regularizagdo de ordem
0, para diferentes iteragées de tragado de raio .

MODELO ESTIMADO

Distancia horizontal (m)
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—
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200

400 1839.52

Figura 3 — Modelo estimado na primeira iteragdo para
regularizagdo de ordem 0. Velocidades em m/s.
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MODELO ESTIMADO MODELO ESTIMADO
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Figura 4 — Modelo estimado na quarta iteragéo Figura 6 — Modelo estimado na primeira iteragdo para
para regularizagdo de ordem 0. regularizagdo de ordem 1. Velocidades em
Velocidades em m/s. Ms/sm/s.

MODELO ESTIMADO
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Figura 5 — Curva GCV em fungéo do parédmetro
de regularizagéo, para regularizagdo de ordem 400
1, para diferentes iteragbes de tragado de raio . Figura 7 — Modelo Estimado na quarta iterag&o para

reqularizagado de ordem 1. Velocidades em m/s.
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Figura 8 — Curva GCV em fungéo do parédmetro
de regularizacdo, para regularizacéo de ordem
2, para diferentes iteragbes de tragado de raio .

MODELO ESTIMADO
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Figura 9 — Modelo estimado na primeira iteragdo para
regularizagao de ordem 2. Velocidades em m/s.

MODELO ESTIMADO
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3304.8
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Figura 10 — Modelo Estimado na quarta iteragao
para regularizagdo de ordem 2. Velocidades em
m/s.
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