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Resumo

Este trabalho apresenta os procedimentos utilizados na
determinacdo de componentes de campo eletromagnético
de algumas fontes geofisicas em modelos geoelétricos
unidimensionais por meio de quadratura com extrapolacao
(QWE-Quadrature With Extrapolation). Os resultados com
o QWE foram determinados a partir de duas técnicas de
aceleracao de convergéncia: o algoritmo ¢ de Wynn e o
processo A2 de Aitken. Com analises tomadas no emprego
ao Dipolo Elétrico Horizontal na diregao x (DEHXx), o Dipolo
Magnético Vertical (DMV) e o Dipolo Magnético Horizontal
na direcao x (DMHXx) quando possuem solucao analitica,
demonstra-se que o algoritmo A? de Aitken também pode
ser utilizado na modelagem de dipolos, tendo erro relativo
na mesma ordem do algoritmo &, mas em geral maior
numero de avaliagdes dos integrandos.

Introducao

No dominio da frequéncia, em  modelagem
eletromagnética com fontes finitas ou pontuais, em
alguma fase é necesséaria obter respostas de campo,
em superficie ou em profundidade, decorrente da
consideragdo do meio ser estratificado horizontal
(modelagem 1D). Nessa situagdo as componentes de
campo eletromagnético sao expressas por integrais
improprias que representam a transformada inversa de
Hankel (transformada apropriada no aproveitamento da
simetria cilindrica de comportamento dos campos 1D).
Tais integrais podem ter a forma geral escrita como:

flo,rz)= /ODOF(k”z)Jn(krr)dkr (1)

que representam uma componente de campo
eletromagnético f na posicdo de medida horizontal r
e profundidade z, numa dada frequéncia ®. Na fungao
F(kr,z) se tem informagbes da fonte e das propriedades
geoelétricas das camadas, enquanto que J,(k-r) €
uma funcdo de Bessel do primeiro tipo e de ordem
inteira n, que depende da posicdo de medida r e da
variavel de integragdo k,. Os integrandos desse tipo tem
comportamento altamente oscilante com dependéncia da
posicdo de medida r, da frequéncia ® de investigagdo
aplicada a fonte geofisica, e, cujas amplitudes decaem
dependendo nao sé da profundidade z de investigagao
quanto das propriedades fisicas dos meios investigados.

Algumas técnicas numeéricas foram adotadas em geofisica
para a determinagao de integrais do tipo da equacao
(1), entre elas a de filtros digitais lineares (Ghosh, 1971;
Anderson, 1979; Guptasarma and Singh, 1997; Kong,
2007), a de quadraturas gaussianas com expansao de
fragbes continuas (Chave, 1983) e mais recentemente a
de quadratura com extrapolagdo (QWE) (Key, 2012) e a
QWE no plano complexo (QWECP) (Silva et al., 2014).
Uma QWE faz uso de alguma técnica de aceleracédo
de convergéncia (Weniger, 1989) para extrapolacao
das somas parciais obtidas entre os primeiros zeros
do integrando. Key (2012) afirmou que o algoritmo €
foi a Unica técnica que resultou em convergéncia para
as integrais com produto de fungbes de Bessel da
bobina circular horizontal, mas nao apresentou estudo de
construgao ou avaliativo com nenhuma outra técnica. Este
trabalho apresenta resultados da aplicagdo do algoritmo
e de Wynn e do A? de Aitken na QWE para integrais do
tipo (1) que possuem solugao analitica para mostrar a
aplicabilidade deste ultimo para obtengdo dos campos
para fontes dipolares.

Quadratura para Extrapolacao

Para o estudo do QWE toma-se a equagao (1) como sendo
de série com somas parciais (Key, 2012):

fmmazﬁﬁwawmwmziﬁ @)

em que,

0
fi= [ Flk) Wity @
r(i—1)
com os limites de integracao kei—1) € krj) sendo zeros
consecutivos da fungéo J,(k,r), ou de quaisquer outros
zeros do integrando. Somas parciais da equagao (2) sdo
dadas por:

Sp= Z ft (4)
i=0

em que f; consiste na estimativa:

fi%j:ZleF<%>J”(xj)‘ (5)

tendo m correspondente a ordem da quadratura, podendo
ser dos trapézios, as de Simpson, Gauss-Legendre ou
Gauss-Kronrod. J& x; e w; s@o as abscissas e pesos
de ordem j da quadratura. Apds a decisdo de qual
algoritmo sera usado para a aceleragdo da convergéncia,
0 processo de extrapolagao ocorre de forma iterativa até
que seja satisfeito um critério de parada. O critério
pode compreender, por exemplo, uma combinacdo de uma
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tolerancia relativa oo € uma tolerancia absoluta 8 sobre o
resultado extrapolado S;;:
85, <als,|+p (6)

n —

em que
88, =S, =5,/ ()

Escolha do Algoritmo de Aceleracao

A escolha e aplicagdo de um algoritmo de aceleragao
de convergéncia no procedimento da quadratura com
extrapolacdo depende do tipo de série a que se pretender
aplicar. De acordo com Weniger (1989) nao é possivel
estabelecer um esquema de classificagao completo capaz
de abranger todos os tipos de convergéncia, dentro
de alguns nomes especiais dados na literatura, mas
na maioria das aplicagbes apenas alguns tipos de
convergéncia ocorrem.

Havendo uma sequéncia s, que converge para o limite s, a
classificagédo do tipo de série é dada considerando:

lim 278 gy L g (8)

n—oo  §, —§ n—eo ry
Quando 0 < |7] < 1, entdo a série converge linearmente.
Se 7 =1, a mesma converge logaritmicamente. Se 7 =0,
entéo a série é dita convergir hiperlineamente; e se |7| > 1,
entdo a série diverge.
Mediante entdo varias integrais do tipo (1), que possuem
solugdo analitica na modelagem eletromagnética em
geofisica (DEHx, DMV, DMHX em semi-espago), testes
foram realizados para se classificar a convergéncia de
suas séries a partir de suas somas parciais s,. Em
cada intervalo entre zeros foram utilizados 32 pontos
da quadratura Gauss-Legendre e verificou-se que até
com 1.000.000 intervalos considerados, os valores de
Tt dado por (8) ficavam sempre préximos de 1, mas
sempre menores que a unidade, caracterizando, em
todas situacdes estudadas, que as integrais convergem
linearmente. E com isso, seguindo Weniger (1989), as
extrapolacbes dessas séries tem duas técnicas muito
eficientes, o algoritmo & de Wynn e o algoritmo A2 de
Aitken.

Algoritmo £ de Wynn

O algoritmo € de Wynn para aceleragio de convergéncia,
consiste em um método recursivo definido em trés
relagdes, como descrito por Weniger (1989):

6(()n) =sn, n=>0; ©
_ 1
P B (10)
Sn —Sn—1
(n=j) _ on—j+1) 1 i <n:
8]- _€j72 +W7 n>2, 2<j<m
e -

(11)

A recursividade representada por essas equagbes é
apresentada graficamente por Key (2012), onde os termos
destacados em azul da figura (1) consistem nas melhores
aproximagoes. As setas da cor preta referenciam-se a
equacéao (10) e as azuis indicam os termos decorrentes da
equagao (11). Além disso, Key (2012) aponta ainda que os
termos da primeira coluna do esquema dizem respeito as
somas parciais diretas, e os termos subsequentes a direita
referem-se as transformagdes de sequéncia compativeis.
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Figura 1: llustragao grafica adaptada de Key (2012) para a
recursividade do algoritmo € de Wynn

Processo A? de Aitken

O processo A? de Aitken foi discutido e estudado por
diversos autores, entre eles Shanks (1955), que contribuiu
com algumas modificagbes e generalizagbes de modo
que o tornou mais eficiente. Nos trabalhos de Brezinski
(1978) e Wimp (1981) as propriedades do processo
sdo abordadas e discutidas detalhadamente. Dentro do
método recursivo as seguintes equagdes sao levadas em
consideracao:

A =5, n>0,e (12)

[AA 5}1_12_/)} 2 (AE-'SZHI) _ Ag-'i_lzj) )27 (14)

-2j —2j+2 —2j+1 -2j
AzAEril "):Aﬁ-'i] .1+)_2*A5}11 ]+)+A§’il ) (15)
e sendo |n/2| o maior nimero inteiro menor do que ou
igual n/2.

O esquema de recursividade abrangendo as equacgdes
€ mostrado na figura (2) a seguir, na qual os objetos
em destaque na cor azul consistem nas melhores
aproximacdes e os elementos da primeira coluna referem-
se as somas parciais diretas, representando (12). Os
termos subsequentes a primeira e segunda coluna em
diante sdo sempre calculados a partir de trés termos da
coluna anterior, representando assim um padréao em forma
de “L”, tal como é apresentado em (13).

Resultados

Tendo os algoritmos confeccionados em linguagem
MATLAB, seguiu-se para analises de comparagoes entre
os resultados alcangados em investigacdes com fonte
de dipolos. As componentes de campo eletromagnético
dessas fontes deveriam ser tais que pudessem ser
comparadas com resultados analiticos, e por isso
escolheu-se modelos com as fontes, e posigoes de medida
(r da fonte) na interface de dois semi-espacgos (z = 0), o
superior sendo o ar (de resistividade infinita) e o inferior
com resistividade finita p.
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Figura 2: Representagao grafica da recursividade de A% de
Aitken - Adaptado de Weniger (1989)

Nestes casos, o DEHx, o DMV e o DMHx foram as
fontes usadas. Apesar de terem sido feitas comparagdes
entre os algoritmos para todas as componentes com
expressao analitica dessas fontes, sdo apresentadas
abaixo somente uma componente de cada dipolo e que
sdo capazes de ilustrar satisfatoriamente o desempenho
desses algoritmos. As expressdes de campo utilizadas
por cada uma delas estdo apresentadas nas equacgdes
(16), (17) e (18), e sendo sempre usado momentos elétrico
(Idsy) e magnéticos (m, e my) iguais a um. Para uma dada
frequéncia f tem-se 3 = iou como a impeditividade (com
i sendo a unidade imaginaria), o = 2z f rad/s a frequéncia
angular e u = 4 x 1077 H/m a permeabilidade magnética
do vacuo. Associado ao semi-espaco inferior tem-se o
numero de onda k= +/—3/p, € a constante de propagacao,

no dominio k, da transformada de Hankel, u = k2 — k2.

Para o DMV e DMHx avaliamos a componente H.,
enquanto para o DEHx fizemos uso da componente E,
(Ward and Hohmann, 1988; Spies and Frischknecht, 1991;
Kaufman et al., 2014):

EPP(x,y) :[;;ié) i: [1 +(1+ ikr)ef"k’}
= {2*’3 -3 /Omkrk;u Jo(krr)dkr] (16)
HM(r) = 27:',:;5 9 — (9+ 9ikr — 4272 — iK1 )e k7]
=7 k,ki gloler) di (17)

-5 ()5 () () ()
‘ T
_myx [ 2k3

=i - 18
arnrJo kr+u-]1(krr)dkr (18)

em que I e K sdo as fungdes de Bessel modificadas
de primeira e segunda espécie, respectivamente, e
apresentadas nas ordens 1 e 2.

Os resultados apresentados a seguir foram determinados
com uma tolerancia relativa de oc = 10~'2 e uma tolerancia
absoluta de B = 10~'3. Foram definidos 100 zeros da
fungdo de Bessel de primeira espécie e ordem 1 (J;), e 0
minimo de 32 pontos na quadratura de Gauss-Legendre foi
o suficiente para gerar os melhores resultados para a QWE
na apreciagao do DEHx e do DMV. No caso do DMHx a

acuracia permaneceu inalterada somente a partir de 256
pontos da quadratura! Tendo fixada uma resistividade
p do semi-espago inferior, sdo apresentadas as curvas
de erro relativo dos dois algoritmos QWE em relagao as
solugdes analiticas, obtidos na extenséo de frequéncia de
0,1 a 1000 Hz. Além disso, sdo apresentadas também
as curvas comparativas dos nameros de avaliagoes dos
integrandos; isso ilustra de certo modo, o requerimento
computacional de cada um algoritmo para obtencdo das
respostas mediante o mesma exigéncia na convergéncia.

E,PEH: para p=1Q - mer=1000 m

- ¢ de Wynn - 32 pts |
= A?de Aitken - 32 pts )
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Figura 3: Erros relativos de DEHx - |EZ"* — E,|/|EZ"?| para
f logaritmicamente discretizada no intervalo [10~!,103],
parap=1Q-me r=1000m.
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Figura 4: NOmeros de avaliagbes de EPEHX para f
logaritmicamente discretizada no intervalo [10~!,10%], para
p=1Qmer=1000m.
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Figura 5: Erros relativos de DMV - |H"™ — H,|/|H/"¢| para f
logaritmicamente discretizada no intervalo [10~!,10°%], para
p=1Qmer=1000m.

Discussao e Conclusoes

Os resultados mostram que em algumas situagdes o
algoritmo A? de Aitken apresenta precisdo de mesma
ordem, ou maior que a do algoritmo € de Wynn. Fixadas
uma resistividade e uma posi¢cdo de medida, os erros
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Figura 6: Numeros de avaliagbes de HPMV para f
logaritmicamente discretizada no intervalo [10~!,10%], para
p=1Qmer=1000m.
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Figura 7: Erros relativos de DMHx - |H" — H,|/|H{"| para
f logaritmicamente discretizada no intervalo [10~!,10%],
parap =1000 Qmer=10m.
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Figura 8: Numeros de avaliagbes de HPMH~ para f
logaritmicamente discretizada no intervalo [10~!,10%], para
p=1000 2mer=10m.

relativos com A% de Aitken foram em geral mais oscilantes
variando-se a frequéncia, e os nimeros de avaliagdes dos
kernels também maior.

Observando a estrutura da construgdo dos algoritmos,
0 processo A2 de Aitken se mostra com uma maior
simplicidade, apresentando uma menor quantidade de
elementos de extrapolacdo, o que carateriza maior
facilidade quanto a programacao.

Os algoritmos de aceleragdo de séries disponibilizam
um método automatico para determinagao dos campos
eletromagnéticos fazendo uso apenas de critérios de
convergéncia dentro do processo iterativo. Mas em
algumas situagées (H, do DMHx no modelo acima
por exemplo!) 0s numeros minimos de abscissas
consideradas na quadratura sao relativamente altos para
alcangar uma alta acuracia ou precisao, de modo que cabe

0 usuario decidir se usa QWE para obtencao das respostas
com precisao alta ou nao, ou filtros digitais lineares, que
sao mais faceis de implementar, demandam menos tempo
computacional (0 maior tem 801 pontos!), mas precisdo
limitada para cada caracteristica geoelétrica do modelo
investigado.

Estes resultados dao incentivo para a realizagao de mais
investigacdes considerando outros métodos de aceleragao
de convergéncia, como a utilizagao de algoritmos hibridos
de aceleracdo de convergéncia de séries, que englobem
varios algoritmos, como o 6 de Brezinski por exemplo
(Brezinski, 1978).
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