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Resumo

A solugdo numérica da Equacdo de Helmholtz em
dominio semi-infinito é bastante utilizada em diversas
aplicagcbes da geofisica computacional e precisa ter
acurécia satisfatéria, sendo esta dependente do nivel de
discretizagdo espacial do dominio, ordem de
aproximacdo do método numérico empregado e da
modelagem das condi¢cdes de contorno nao reflexivas,
que por sua vez, dependem da implementacdo de
camadas de absorgdo para atenuar reflexdes de borda.
Neste trabalho, a técnica conhecida como Perfectly
Matched Layers é empregada e o resultado depende da
determinacéo prévia de alguns parametros. O objetivo do
trabalho é avaliar o impacto destes parametros sobre a
solucdo numérica de modo a possibilitar um emprego
seguro da técnica. Para isso, solugbes numéricas da
Equacdo de Helmholtz em dominios semi-infinitos e
homogéneos foram comparadas com solu¢des analiticas
de modo que se pudesse determinar faixa de valores
6timos para tais parametros em fungdo da velocidade de
propagacéo e da frequéncia empregada.

Introducéo

Sao muitos os problemas que dependem da solugéo
numérica do problema de propagacédo da onda acustica
(Marelli et al, 2012) no dominio da frequéncia. Um destes
problemas é a inversdo do campo de onda completo,
também conhecido na literatura como Full Waveform
Inversion — FWI (Abubakar et al., 2009; Aster et al., 2005)
além de tomografias e migragbes (Ylmaz, 1987). Sabe-se
que a solugdo da FWI com abordagem multiescala
(Bunks et al., 1995) tem inUmeras vantagens e depende
da solucdo numérica da Equacdo de Helmholtz em
dominio semi-infinito a cada nova iteracdo da inversado
(Fichtner et al., 2011; Virieux et al., 2009). Neste caso, a
solugcdo numérica precisa ter acuracia satisfatoria, sendo
esta dependente do nivel de discretizagdo espacial do
dominio, ordem de aproximacdo do meétodo numérico
empregado e da modelagem das condi¢Bes de contorno
nao reflexivas, que por sua vez, dependem da
implementagdo de camadas de absor¢do para atenuar
reflexdes de borda. Existem diversos modelos
matematicos para as camadas de absor¢do (Cerjan, et
al., 1985; Clayton et al., 1977), mas o modelo conhecido

como Perfectly Matched Layers (Berenger et al., 1994) é
um dos mais empregados (Komatitach et al., 2003; Liu et
al,, 1997; Zeng et al., 2001). Tal modelo apresenta
resultados satisfatérios, entretanto, depende da
determinacao prévia de alguns parametros: espessura da
camada de absorgéo e variacdo espacial da absorcao a
partir da borda do dominio, ambos determinados
empiricamente. O objetivo do presente trabalho é avaliar
0 impacto dos parametros das camadas de absorcéo
sobre a solugdo numérica de modo a possibilitar um
emprego seguro da técnica em problemas de inversao.
Neste contexto, cabe ainda destacar que a modelagem
numeérica é utilizada também no céalculo do gradiente da
funcdo objetivo (Plessix et al.,, 2006), o que torna o
estudo ainda mais relevante. Para isso, solucdes
numeéricas da Equacdo de Helmholtz em dominios semi-
infinitos e homogéneos foram comparadas com solugfes
analiticas de modo que se pudesse determinar uma faixa
de valores 6timos para tais parametros.

Metodologia

O objetivo do presente trabalho é apresentar resultados
referentes ao comportamento da solugdo numérica da
Equacdo de Helmholtz em dominio semi-infinito
empregando diferencas finitas e camadas de absorcéo
do tipo PML com diferentes valores para o parametro
Cpml e também camadas de diferentes espessuras. Para
avaliacdo dos resultados numéricos, o erro médio em
todos os pontos da malha foi calculado em relacdo a
solu¢do analitica, uma vez que os experimentos foram
realizados em dominios homogéneos com velocidades
de propagagdo de 1500m/s, 3000m/s e 4500m/s. A
dimensdo do modelo é de 1000m de profundidade por
2000m de largura e o erro médio da solucgéo foi calculado
dentro desta regido, desconsiderando o erro na regido
das camadas de absorcdo presentes no dominio
estendido.

A solucdo numérica foi obtida utilizando o esquema de
segunda ordem de diferencas finitas apresentado por
Hustedt et al., 2004. A equagédo de cada né é dada por

CiUj + CUiqj + Calypqj + Callyj_g + CsUyjiq = fij

onde
o = 1 bi,j + bi—l,j = 1 bi,j + bi+1,j .
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wZ
€1 =E—C2—C3—C4—C5,
com § = 1 para nds no interior do modelo e
=1+ CpmL cos(pz—n),

onde p € a posicdo relativa do né dentro de uma camada
de absorcéo, tomando a borda externa como origem.

Com relagdo as condicdes de contorno, foram
empregadas superficie livre na borda superior e
condi¢des ndo-reflexivas nas demais bordas (Reynolds,
1978). O sistema de equacgdes algébricas resultante foi
resolvido com fatoragdo LU (Demmel, 1997, Li et al.,
2003). Tal procedimento de modelagem ja foi empregado
e apresentado em trabalhos anteriores (Peters et al.,
2017 e 2015).

Resultados

A Figura 1 apresenta a solugdo analitica da equacdo de
Helmholtz (a) e a solugdo numérica empregando
camadas de absorcdo (b). E possivel notar o efeito das
camadas de absor¢do na regido estendida do modelo.

Na primeira etapa dos experimentos, buscou-se
determinar o tamanho 6timo das camadas de absorcéo.
Verificou-se que, quanto mais espessa a camada, menor
o erro médio da solucédo, mantidos os demais parametros
fixados, conforme esperado. Assim, ficou estabelecido
que camadas PML de 100 pontos fossem usadas nos
demais experimentos.

Na sequéncia, passou-se a investigar o comportamento
da solugé@o com relagéo ao parametro Cpml, que indica a
taxa de absorgdo dentro da regido estendida do modelo.
Para tal, experimentos em meios com velocidades de
propagacdo de 1500m/s, 3000m/s e 4500m/s e
frequéncias de 8 a 16Hz foram realizados, de modo a
cobrir o intervalo de comprimentos de onda empregado
em aplicagbes como inversdo de dados sismicos.
Inicialmente, empregou-se uma malha de 2,5m de
espacamento em todos os experimentos e a Figura 2
apresenta o erro médio de todos estes resultados.
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Figura 1 — Solugdo da Equacgédo de Helmholtz no
semi-espago: (a) analitica; (b) numérica com PML.

Sabe-se que o erro da solugdo numérica é também
dependente do espacamento da malha. Por esta razao,
todos o0s experimentos relatados anteriormente foram
repetidos em malha com espagamento de apenas 1,0m
com o objetivo de verificar a reducé@o do erro em relacao
aos experimentos anteriores (devido ao refinamento da
malha) e investigar se o comportamento da solucéo seria
0 mesmo para diferentes valores de Cpml, agora em
malha mais refinada. A Figura 3 apresenta estes
resultados.
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Figura 2 — Erro médio da solucédo para frequéncias
entre 8 e 16Hz para espagamento de malha de
25m e camadas de 100 pontos: (a)1500m/s,
(b)300m/s e (c) 4500 m/s.

a)

Erro

b)

Erro

<)

Erro

%1074

e

0 100 200 300 400 500
CPML

3<10'4

100 200 300 400 500
CPML

%107

200 300 400 500
CPML

—8Hz ——10Hz —12Hz ——14Hz — 16Hz

Figura 3 — Erro médio da solugdo para diversas
frequéncias, camadas de 100 pontos e
espacamento de malha de 1,0m: (a)1500m/s,
(b)300m/s e (c) 4500 m/s.
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Se fizermos um detalhe na Figura 2, para que seja
possivel observar o que acontece com o erro quando
valores baixos de Cpml sdo empregados, € possivel
notar que, para a frequéncia de 8Hz, acontece um
aumento expressivo no erro quando valores de Cpml
préximos de 10 sdo empregados. Tal detalhe ¢é
apresentado na Figura 4. Tal observagdo levou ao
guestionamento se 0 aumento do erro nao poderia estar
associado a uma relagdo entre comprimento de onda e
tamanho da camada de absorcdo. Para verificar tal
hipétese, o0 mesmo problema foi resolvido para malha
com espacamento de 2,5m, frequéncia de 8Hz e
velocidade de propagacdo da onda no meio de 1500m/s,
com camadas PML de 50, 100 e 150 pontos. A Figura 5
apresenta os erros médios destas simulagdes.
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Figura 4 — Comportamento do erro da solugéo
numérica para valores baixos de Cpml usando
camadas de 100 pontos, velocidade de 1500m/s.
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Figura 5 — Para a frequéncia de 8Hz e meio com
velocidade de 1500m/s, erro da solugdo com
camadas de diferentes espessuras: 50, 100 e 150
pontos.

Discusséo e Conclusdes

Foi possivel, para meios semi-infinitos com velocidades
de propagac¢do uniformes, comparar a solugdo analitica
com a solugdo numérica para diferentes comprimentos
de onda, espessuras de camada PML e diferentes
valores do parametro Cpml. Péde-se concluir que existe
uma dependéncia entre comprimento de onda e
espessura da camada de absorcdo que leva a um
aumento nos erros médios da solu¢do numérica, embora
isto ndo seja um problema, pois o uso de valores
suficientemente grandes para o parametro Cpml gera
solugbes com erros relativamente baixos. Além disso, o
uso de valores cada vez maiores de Cpml, por sua vez,
nao gera problemas na solu¢do numérica, uma vez que 0
erro aumenta suavemente apés o valor 6timo de Cpml.
Tal caracteristica permite o uso da PML com seguranca,
visto que simulagBes em meios bastante heterogéneos
sdo frequentemente necessarios para 0 processamento
de dados sismicos. Nestes casos, sugere-se utilizar Cpml
superior a 300, pois nesta faixa de valores, as solu¢des
obtidas possuem erros estaveis em relacdo ao valor da
Cpml, das frequéncias e das velocidades de propagacéo
empregadas.
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