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Abstract
Introducéo

Um dos desafios dos métodos sismicos é gerar uma
imagem em alta resolugdo das propriedades fisicas da
subsuperficie através do desenvolvimento de complexos
sistemas de aquisicdo e algoritmos acurados para
modelagem dos campos de onda observados. Uma das
formas de investigar as estruturas da subsuperficie é
através da construgao da matriz das derivadas de Fréchet,
a qual indica a sensibilidade dos dados observados aos
parametros do meio, utilizando algoritmos de otimizacédo
do tipo Gauss-Newton. Esta abordagem é inviavel para
aquisi¢des sismicas por conta do alto custo computacional
e alta demanda de armazenamento. Lailly (1983) e
Tarantola (1994) reformularam problema de otimizagéao,
onde deseja-se minimizar o erro entre o dado observado
e 0 dado calculado a partir de uma modelagem numérica.
Estes autores mostraram como computar de maneira
eficiente o gradiente da funcdo objetivo através do
método de estados adjuntos. Com esta abordagem, o
gradiente da funcdo objetivo (soma dos quadrados dos
residuos entre o campo calculado e observado) é obtido
através da correlagdo cruzada entre o campo de onda
propagado pela fonte e o campo residual propagado a
partir dos receptores, de forma semelhante a condigao
de imagem proposta por Claerbout (1971) para migragao
de dados sismicos. Computado o gradiente, algoritmos
de otimizagdo do tipo gradientes conjugados nao linear
e do tipo quasi-Newton permitem atualizar o modelo
iterativamente. A partir de um modelo inicial, a cada
iteragdo, modelo de velocidade é atualizado de modo a
minimizar a fungéo objetivo. Cada estimativa do gradiente
é dispendiosa, com o custo aproximado de uma migragao
RTM, pois considera todas as fontes, receptores e o tempo
total de aquisicao.

Com o advento de aquisi¢cdes sismicas multi-azimute e de
longos offsets e de fontes com maior banda de frequéncia,
a inversdo do campo completo de onda - Full Waveform
Inversion (FWI) - ganhou destaque com os trabalhos
pioneiros de Pratt (1990) e Mora (1987). Com a FWI
se deseja estimar os parametros fisicos da subsuperficie
com alta resolugdo e acuracia. Esta abordagem por
consistir em um método de inversao nao linear pode levar o

problema a uma solug@o que nédo consiste em um minimo
global, surgindo a necessidade de adotar estratégias que
contornem o problema provocado pela néo-linearidade
da FWI, como a utilizagdo de um modelo de velocidade
inicial proximo do desejado, a presenga de informagbes de
baixa frequéncia nos dados observados e conhecimento
da fonte utilizada na aquisicdo dos dados. A FWI pode
ser implementada tanto no dominio do tempo quanto no
dominio da frequéncia. A utilizagdo de uma ou outra
abordagem depende do tipo do problema. A questao da
nao-linearidade pode ser abordada com a inversao multi
escala, a qual consiste em inverter o dado separadamente
para bandas de frequéncia crescentes.

A FWI iterativamente atualiza o modelo de parametros
com uma quantidade que depende do gradiente da fungéo
objetivo. De modo geral, a computacdao do gradiente
no dominio do tempo esta dividida em trés partes, a 1)
modelagem direta no tempo dos campos de onda a partir
da fonte, 2) modelagem do campo de onda adjunto reverso
no tempo a partir das fontes adjuntas, localizadas na
posicao dos receptores, e 3) aplicacdo de um operador
de condicdo de imagem. O calculo do gradiente é o
principal fator a influenciar o alto custo computacional
da FWI, uma vez que requer a correlagdo cruzada entre
0 campo da fonte e o campo adjunto para todos os
instantes de tempo, para todos os receptores e para
todas as fontes. Dentro deste contexto, este trabalho
visa descrever as etapas realizadas para a implementagéo
computacional do gradiente da fungdo objetivo para a
equacao acustica da onda no dominio do tempo, além
de apresentar experimentos numéricos comparando o
gradiente da fungao objetivo obtido no dominio do tempo
com o gradiente correspondente a partir da formulagao no
dominio da frequéncia.

Formulacdo matematica: método dos estados

adjuntos
Dominio do tempo

Seja a equagdo acUstica da onda com densidade
constante dada por:

92
aTg —2(x)V2p = s(1)8(x —xs), (1)
onde p(z,x;xs) € 0 campo de pressdo, v(x) é a velocidade
do meio, s(1)8(x — xs) 0 termo fonte e fazendo c(x) = v*(x)
a equacao de estado para o problema inverso sera dada
por:

9%p

57 —c(x)V2p—s(t)8(x —xg) = 0. (2)
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Define-se a funcao objetivo como:

J=IYYY [ s @)

onde p”bS(LXr;Xs) e p(t,Xr;Xs) representam o campo
observado e calculado, respectivamente.

De posse da fungédo objetivo e da equacdo de estado,
pode-se construir a Lagrangeana:

Z (N =3 DXL [ e xix) —plexexs)|

+X /Q dx /0 "diA {% fc<x)v2pfs(z>6(xfo)} (4)

em que A(t,x;Xs) representa o estado adjunto associado a
equacao de estado.

Avaliando apenas as variagbes de primeira ordem na
Lagrangeana, realizando integragées por parte nos termos
com variagdo do campo de onda e exigindo que
haja apenas a variagdo do funcional em relagdo as
propriedades fisicas, encontra-se a equagéo de estados
adjuntos descrita por:

%A
or?

7

cuja fonte adjunta € o residuo do campo observado e
calculado. Uma vez calculado o campo adjunto A pela
equacdo de estados adjuntos (5) e aplicando as condigdes
de fronteira impostas a A que exige que a mesmo seja nula
nas bordas, a variagdo do funcional - gradiente da fungao
objetivo - em relagdo as propriedades fisicas sera dada
por:

BK:E/QdXSC(x) /OTdt [Vzp(l,X;XS)A(t,x;xs) ) (6)

Dominio da frequéncia

Esta se¢ao mostra, de forma geral, como obter o gradiente
da fungéo objetivo no dominio da frequéncia. Aspectos
da modelagem no dominio da frequéncia sdo comentados
nas proximas segées. Seja a equagéo da onda no dominio
da frequéncia definida por:

—0*Mu(w)+ Ku(o) = f(0), (7)

onde M representa a matriz de massa (mass matrix), K
representa a matriz de rigidez (stiffness matrix), o é a
frequéncia angular, f é a fonte e u € o campo de onda
discretizado. A equagdo 7 pode ser expressa como um
sistema linear da forma:

Lu=f, (8)

C2 V() VA=Y [p(z,xr;xs) - pf’hﬂ‘(z,xr;xs)} S(x—x,), (5)

onde os termos (—w”M + K) da equagdo 7 compde a
matriz L.

Define-se a fungéo objetivo como:

x(m) = xu(m)]. (9)

Derivando-a em relagdo aos parametros que desejam ser
recuperados, representados por m, tem-se:

aIx du

> _Vux.%. (10)

O termo g—;‘q constitui a matriz de sensibilidade. Como
calcula-la explicitamente é caro computacionalmente,
utiliza-se 0 método dos estados adjuntos para computar
o gradiente da fungdo objetivo sem a necessidade de
calcular todas as componentes dessa matriz. Para tanto,
deriva-se a equagao 8 em relagdo aos parametros:

—=—-L""—u (11)

Substituindo a equagéo 11 em 10, tem-se:

dx oLl |
a—m——ua—m(L ) Vux. (12)

Definindo-se:

fuf=-v,y (13)

e substituindo em 12, tem-se:

dy  oLH .
% —UWU . (14)

A equacéo 14 é o gradiente da fungao objetivo no dominio
da frequéncia. Os indices H e T representam o transposto
hermitiano para a matriz e para o vetor, respectivamente.
O campo u é obtido através da modelagem direta no
dominio da frequéncia e o campo adjunto u’ é obtido
através da solugdo da equagao 13, que também constitui
uma modelagem, porém com a fonte sendo o residuo
entre os campos. Essas modelagens, por sua vez, sdo
alcangadas através da solugéo do sistema linear mostrado
na equacgao 8.

Experimentos numéricos: par fonte receptor

Esta se¢do mostra os resultados gerados com o algoritmo
que calcula o gradiente para um par fonte-receptor. A
equacado 6 foi implementada neste trabalho para gerar
o gradiente: € realizada a correlagdo cruzada entre
0 campo adjunto (modelado a partir da equacédo 5) e
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Tabela 1: Pardmetros do modelo homogéneo
Parametros do modelo homogéneo

nx  Numero de pontos na direcao x 301

nz  Numero de pontos na diregédo z 301

dx Incremento espacial na direcdo x  10.0m
dz Incremento espacial na direcdoz  10.0m

f Frequéncia pico do pulso fonte 10Hz

t Tempo total de modelagem 4s

V.  Velocidade do modelo calculado 3500m/s
V,  Velocidade do modelo observado  3000m/s

o laplaciano do campo de onda direto. Utilizou-se a
equacéo 1 parametrizada para c(x) = v?(x) para computar
o campos de onda direto para o modelo calculado. O
procedimento para gerar estes gradientes, para todos os
modelos testados, foi 0 seguinte:

1. Define-se a posigao da fonte, a posigao do receptor e
a frequéncia pico do pulso fonte.

2. Define-se um modelo de velocidade observado e
registra-se o trago sismico na posi¢do do receptor.

3. Define-se um modelo de velocidade inicial (calculado)
e registra-se 0 trago na posigdo do receptor e
armazena-se o0 laplaciano do campo de onda direta
propagado na modelagem.

4. Calcula-se o residuo entre os tragos registrados com
0 modelo observado e com o modelo calculado.

5. Utilizando o residuo como fonte, propaga-se,
reversamente no tempo, o campo de onda adjunto
a partir da posicdo do receptor e armazena-se 0s
campos retropropagados.

6. Para o mesmo ponto no espaco e no tempo, calcula-
se a correlagéo cruzada entre o laplaciano do campo
direto e o campo adjunto que gerara um ponto
imagem no gradiente.

Modelo homogéneo

O primeiro resultado diz respeito ao gradiente calculado
em um meio homogéneo cujos parametros estdo descritos
na tabela 1. A figura 1 mostra o gradiente calculado para
duas frequéncias distintas: 5Hz e 10Hz.

O teste no modelo homogéneo mostra o efeito isolado
das ondas transmitidas no gradiente do FWI ( Transmission
FWI), uma vez que no modelo homogéneo ndo havera
ondas refletidas. O destaque se da para as banana
kernels. Com o offset fixo, mantendo a mesma escala e
mudando apenas a frequéncia, é possivel notar o efeito
da mesma no gradiente: as frequéncias mais baixas
mostram ter uma contribuicdo maior no gradiente quando
comparada as frequéncias mais altas.

Modelo com refletor

Um teste no modelo com um refletor foi realizado para
validar o algoritmo do gradiente e para verificar a relagao
existente entre o offset e a profundidade de iluminagéo do
gradiente. Neste caso, foram realizados dois modelos com
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Figura 1: Gradientes calculados para o meio homogéneo com
diferentes frequéncias pico do pulso fonte. a) Frequéncia de

5Hz. b) Frequéncia de 10Hz.

profundidades distintas do refletor: 1000m e 2500m. Os
parametros dos modelos estédo na tabela 2.

Os modelos observado e calculado possuem a mesma
profundidade do refletor e é alterada apenas a velocidade
da camada inferior com o intuito de eliminar o efeito
da onda direta e isolar os eventos de reflexdo. Isso
destaca as rabbit ears kernels que constituem o Reflection
FWI. O teste mostrou a influéncia do offset na iluminagao
do refletor no gradiente, o que afeta a recuperagédo da
propriedade fisica do refletor na inversdo. Ao comparar
os gradientes do offset de 500m com os gradientes do
offset de 2000m (figura 4), nota-se que o aumento do offset
possibilita a iluminacdo de refletores nas porcdes mais
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Figura 2: Modelo com refletor na profundidade de 1000m. a)
Modelo observado b) Modelo calculado.
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Figura 3: Modelo com refletor na profundidade de 2500m. a)
Modelo observado b) Modelo calculado.

Tabela 2: Parametros do modelo com refletor
Parametros do modelo com refletor

nx  Numero de pontos na diregdo x 301

nz  Numero de pontos na diregédo z 301
dx Incremento espacial na diregéo x 10.0m
dz Incremento espacial na diregéo z 10.0m
f Frequéncia pico do pulso fonte 10Hz
t  Tempo total de modelagem 4s

V.  Velocidade inferior do modelo calculado 3500m/s
V,  Velocidade inferior do modelo observado  3000m/s
VvV Velocidade da camada superior 1500m/s

Tabela 3: Parametros da aquisi¢cdo: modelo Marmousi
Parametros da aquisicdo: modelo Marmousi

Ngo:  NUmero de tiros 138
N,»  NUmero de receptores 180
dgr  Espacamento entre os tiros 65m
drey Espacamento entre os receptores  50m

t Tempo total de modelagem 4s

dt Tempo de registro do trago 0.004s

profundas do modelo e que quando o refletor esta raso
e o offset é longo, as por¢gées mais rasas atingem o seu
maximo de iluminagdo. Ao relacionar o resultado deste
teste com o resultado dos testes realizados no modelo
homogéneo, que mostrou que a resposta do gradiente é
melhor e mais nitida para as menores frequéncias, pode-
se concluir que é preciso que haja um balango entre
a frequéncia utilizada no FWI e o offset para que seja
possivel obter o0 melhor resultado no gradiente e se possa
iluminar até as regides mais profundas do modelo, uma vez
que as baixas frequéncias e os longos offsets produzem a
melhor iluminagao.

Experimentos numéricos: varias fontes e receptores e
comparacao com o dominio da frequéncia

Modelo Marmousi

Ao simular uma aquisigdo completa no modelo Marmousi
e calcular o gradiente, comparamos os resultados obtidos
no dominio do tempo com os resultados obtidos a partir
de um algoritmo que calcula o gradiente no dominio da
frequéncia. Os parametros da aquisicdo neste modelo
estdo indicados na tabela 3 e os modelos observado e
calculado estdo na figura 5.

O teste no modelo Marmousi mostrou que o gradiente
para a aquisicdo completa se assemelha ao modelo. A
parte mais rasa do gradiente ficou com as amplitudes
maiores, 0 que € natural, j& que com a profundidade os
campos de onda perdem amplitude devido a divergéncia
esférica, espalhamento geométrico, dentre outros fatores.
E possivel que as faixas de maior amplitude no topo da
imagem sejam devido a linha de receptores posicionados
a uma profundidade de 50 metros e a profundidade da
lamina de agua do modelo. Comparando as imagens,
nota-se que o gradiente ficou com uma melhor resolugao
para a menor frequéncia. Um algoritmo que calcula o
gradiente da fungéo objetivo para a equacdo da onda
acustica no dominio da frequéncia foi disponibilizado para
que pudesse ser possivel a comparagdo com aqueles
produzidos no dominio do tempo. Uma das vantagens
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Figura 4: a) Gradiente calculado no dominio do tempo para o modelo com refletor posicionado a 1000m de profundidade
para os offsets de 500m, 1000m e 2500m respectivamente. b) Gradiente para o modelo com refletor posicionado a 2500m de
profundidade para os offsets de 500m, 1000m e 2500m respectivamente.

do calculo do gradiente no dominio da frequéncia é a
possibilidade de calcula-lo para uma Unica frequéncia ou
para uma banda de frequéncia, o que faz com que o tempo
de processamento do algoritmo seja consideralmente
menor do que no dominio do tempo. E mostrada
nessa segdo a imagem final do gradiente computado
no dominio da frequéncia para diferentes bandas de
frequéncia utilizando o modelo Marmousi mostrado na
figura 5. A frequéncia pico do pulso fonte utilizada nestes
testes foi de 5Hz. A banda de frequéncia do dado é de
cerca de trés vezes a frequéncia pico, ou seja, o algoritmo
é capaz de gerar gradientes para uma banda de frequéncia
até cerca de 15Hz para este modelo.

Os gradientes para uma Unica frequéncia mostram o
que esta frequéncia foi capaz de imagear no gradiente
e como ela vai contribuir na recuperagdo do modelo
de velocidade. Nota-se que as imagens para uma
Unica frequéncia mostram a forma geral do Marmousi
enquanto que as imagens do gradiente para uma banda
de frequéncia sédo mais detalhadas e com mais estruturas
aparentes. O gradiente para a menor banda de frequéncia
(2Hz a 5Hz) mostrou ter a melhor resolu¢do na imagem,
menos distorgdes sdo aparentes no fundo do modelo e
as estruturas estdo bem delimitadas. Observa-se que
o aumento da banda de frequéncia introduz artefatos
no gradiente que ndo estdo presentes no modelo de
velocidade que se deseja recuperar.

Discussao e Conclusoes

Os experimentos numéricos para o gradiente nos dominios
do tempo e frequéncia mostraram que as imagens com
melhor distingdo de estruturas do modelo foi alcangada
com as menores frequéncias. Para ambos os dominios,
o aumento da frequéncia introduziu artefatos no gradiente
que nao condiziam com o modelo de velocidade e que
podem prejudicar a inversdo. Além disso, mostrou-se
a forma do gradiente em relagdo a eventos especificos,
como o surgimento das banana kernels no gradiente do
modelo homogéneo que sé produz ondas transmitidas nos
campos de onda e o surgimento das rabbit ears kernels no
gradiente do modelo com o refletor. Foi possivel observar
a relagdo existente entre o offset e a profundidade de
iluminagdo no gradiente: o maximo de iluminagdo é
atingido em refletores rasos e com longos offsets e apenas
os longos offsets foram capazes de iluminar refletores
mais profundos. A relacado offset vs. frequéncia também
foi analisada e concluiu-se que as baixas frequéncias
e os longos offsets produzem uma resposta melhor no
gradiente, o que provavelmente contribuird para produzir
melhores resultados na recuperagdo do modelo de
velocidade.
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Figura 5: a) Modelo Marmousi utilizado para gerar o dado
observado. b) Modelo Marmousi suavizado para ser o0 modelo
inicial.
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Figura 6: Gradiente calculado no dominio do tempo para o
modelo Marmousi para uma aquisigao completa. a) Frequéncia
de 5Hz. b) Frequéncia de 10Hz.
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Figura 7: Gradiente calculado no dominio da frequéncia para o
modelo Marmousi para uma aquisicdo completa. a) Utilizando
uma banda de frequéncia de 2Hz a 5Hz, com incremento de
0.5Hz. b) Utilizando uma banda de frequéncia de 2Hz a 12Hz
com incremento de 1Hz.
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Figura 8: Gradiente calculado no dominio da frequéncia para
o0 modelo Marmousi para uma aquisicdo completa utilizando
apenas uma Unica frequéncia. a) Apenas para a frequéncia
de 5Hz. b) Apenas para a frequéncia de 12Hz.
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