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Abstract

This work investigates two methodologies for the
appraisal of the solutions in the inversion of 2D gravity
data. The first is the well-known concept of resolution
matrices, and the second is a method proposed by
Barbieri, originally for medical imaging. Besides the
numerical computation and the aid of curves, these two
estimators can be displayed as images. The simulations
using linearized inversion were performed in a synthetic
model inspired on a real situation from the Recéncavo
Basin, State of Bahia, Brazil. Then, it was used real data
from the same basin. In order to attenuate the ill-
posedness of the inverse problem, it was regularization
by derivative matrices. The Barbieri method showed to be
more effective that the resolution matrices, in such a way
that it was possible to evaluate the quality of a given
solution or the portions of the solution closer to the true
model.

Introducéo

O conhecimento do interior da Terra, especialmente seus
os parametros fisicos e geométricos, tem por base o
processamento de valores observados na superficie de
alguma grandeza fisica. Trata-se de um complexo
processo, chamado de problema inverso, retroalimentado
em que o modelo estimado (os parametros fisicos) pelo
processamento € confrontado com os aspectos fisicos
reais e geologicos. Nesse processo, as informacdes
prévias terminam por impor possiveis estruturas.

A Geofisica dedica seus esforgos para obter a solucédo do
problema inverso, mas, em geral, pouca atengéo é dada
a critica e ao escrutinio da solucéo obtida. A validagéo
dos resultados da inversao invertidos é realizada com a
interpretacdo com base na realidade geoldgica
pretendida, o que também é importante. Entre alguns
critérios utilizados na pratica, tem-se o grau de ajuste ou
o erro, entre o dado calculado e o dado observado.
Porém, o erro do dado em si n&o traz informagdes sobre
a qualidade do modelo estimado pela inversdo. O
objetivo principal deste trabalho é apresentar diferentes
metodologias para a avaliagdo da qualidade da inverséo
linearizada em dados 2D em gravimetria.

Os problemas inversos sdo, em geral, mal postos, ou
seja, sua solugéo pode ndo existir, pode ndo ser Unica ou
pode nédo ser estavel. Mesmo que a solucéo exista e seja
Unica, ela pode ser instavel, ou seja, uma pequena
perturbacdo nos parédmetros dos dados observados pode
causar uma grande perturbacdo nos parédmetros dos
modelos a serem estimados.

Uma boa medida da nao-unicidade num problema
inverso pode ser obtida através do uso de matrizes de
resolucdo (Jackson, 1972).

Um segundo critério é baseado em Barbieri (1974), que
apresenta uma alternativa para a avaliacdo do processo
de inversdo. Nesse metodo além do vetor solucdo do
problema inverso m®®, existe um segundo vetor m®"°
denominado estimado complementar que, somado ao
primeiro, forma um terceiro vetor, w, cujos elementos,
idealmente, seriam idénticos a uma constante pré-
estabelecida. Dessa forma, além da analise dos desvios
dos elementos de w em relagdo ao valor constante, uma
outra caracteristica interessantes é o fato que a imagem
ou gréfico do vetor w ird indicar as regifes do modelo em
a inversao foi bem sucedida.

Para a modelagem gravimétrica seguimos o trabalho de
Murthy e Rao (1992), que utiliza prismas retangulares
justapostos lado a lado, representando um corpo
geoldgico 2D. O parametro de modelo da inversédo é a
profundidade da base de cada prisma retangular.

Para avaliar a aplicabilidade desses critérios, foram
utilizados modelos sintéticos 2D para simular os dados
observados (anomalia de campo gravimétrico), com a
inclusdo de ruidos de diferentes intensidades. Apds isso,
os dados foram invertidos com o auxilio de regularizacéo.
O conjunto de dados sintéticos utilizado foi inspirado
numa situacao real da Bacia do Recdncavo. Finalmente,
foi utilizado um conjunto de dados reais provenientes da
mesma Bacia. Os resultados puderam comprovar a
aplicabilidade dos métodos mencionados, de modo que
foi possivel criticar a qualidade das solug8es obtidas.

Matrizes de Resolucéo

Segundo Backus e Gilbert (1970), em problemas inversos
lineares em Geofisica, a solugdo deve fazer uso de
técnicas de otimizacdo para a obtencdo do modelo
estimado a partir do dado observado. Existem duas
matrizes de resolugdo. A matriz de resolugdo do modelo
€ a matriz que caracteriza a relagéo entre os parametros
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do modelo estimados e verdadeiros (Menke, 1989). A
matriz de resolu¢do de modelo mede o quanto o modelo
estimado m®® se aproxima do verdadeiro m*®', conforme
0 processo inverso (Jackson, 1972; Menke, 1989; Susan,
1996):

mest — G+dobs — G+vaer = Rmmver' (1)

onde Rn é a matriz de resolugdo do modelo. Se a matriz
de resolugéo for igual a matriz identidade, ou seja, Rm =1,
entdo m®™ = m"". Nessa condicio os parametros do
modelo estéo perfeitamente resolvidos na inversao.

A equacdo (1) incorpora a suposicdo basica ao método
de inversdo que define a solucdo m®' como uma
projecdo linear de m'® (Backus e Gilbert, 1970).
Também, a solucdo m®" pode ser vista como a média
calculada pela integrac&o sobre o modelo m™®".

Segundo Wiggins (1972), a principal utilidade da matriz
de resolucao é fornecer uma medida da resolugdo obtida
a partir dos dados e esta medida é baseada no grau em
que a matriz de resolucdo se aproxima da matriz
identidade.

Por seu turno, a matriz de resolu¢do de dado é a matriz
que caracteriza a relacdo entre os dados observados e
os dados calculados com um determinado modelo
(Menke, 1989). Esta matriz descreve até que ponto as
previsGes correspondem aos dados. O problema direto
representa-se pela equacdo d = Gm, por sua vez a
equacao inversa pode ser expressa como:

mest — G+d0bs, (2)
gue combinada com a equagéo
dcal = Gmest , (3)

resulta em:
deal = G(G+dobs) — (GG+)d°bS = RddObS, (4)

sendo Rq a matriz de resolucdo de dado. Esta matriz
descreve até que ponto as previsdes correspondem aos
dados. A matriz de resolugdo de dado é determinada
pelas fun¢des fundamentais do fendmeno fisico envolvido
e alguma informacéo a priori adicionada ao problema (Xia
et al., 2008) e é independente dos valores presentes nos
dados (Menke, 1989).

Para realizar um estudo quantitativo do problema inverso,
foram computados erros percentuais da diagonal

principal da matriz de resolugdo de dados grg, assim
como os erros percentuais da diagonal principal da matriz

de resolucdo de modelo ery. Tais estimadores séo
expressos, respectivamente, por:

2
ﬁ 2 1(1 —Raj)” x 100%, (5)
€r,, (%) = % N (1= Rpg)” X 100%. (6)

ERd (%)

Método de Barbieri

Outro critério para avaliar o processo de inversado foi
sugerido por Barbieri (1974), originariamente aplicado em
imageamento médico. Estendendo a abordagem de
Barbieri para a Geofisica, a imagem no caso sera
equivalente a matriz com as propriedades do meio em
subsuperficie (parametros de modelo). Uma segunda
imagem, denominada complementar, similar ao negativo
de uma chapa fotografica, sera perfeita se, somada a
primeira, resultar numa terceira imagem, ou terceiro vetor
w, cujos elementos devem o mesmo valor. Essa imagem
(ou vetor) com todos os elementos constantes sera
denominada de pseudoimagem.

Com base no acima descrito é possivel construir a
equacdao (Bassrei, 2000):

mver + mver,c =W (7)
e, aplicando-se o operador G a esquerda tem-se:
Gm"®" + Gm"*"¢ = Gw . ®)

Lembrando que Gm" = d°* e considerando ainda

Gm""° = d°¢ o vetor complementar dos parametros de

dado observados d°*° pode ser isolado como:

debsc = Gw — d°bs. (9)
Realizando-se uma segunda inversio com d°®° se
obtém m°®'®, ou seja, o vetor complementar dos

parametros do modelo estimado. Somado este ultimo
vetor ao vetor modelo estimado, se obtém uma
pseudoimagem estimada:

west = mest 4 mestc, (10)

Esse resultado sera igual a pseudoimagem w se a
inversdo tiver sido exata. Como geralmente isso ndo
ocorre, pode-se verificar a qualidade da inversdo ao
longo da regido de estudo, qualitativamente pelo exame
visual da pseudoimagem w®'. Portanto, pode se ter uma
clara visdo se o método de inversdo utilizado foi efetivo
ou ndo, seja ho modelo como um todo ou em partes do
mesmo (Bassrei, 2000).

No problema de inversdo com a inclusdo de
regularizagéo, a equacéo (7) é multiplicada pelo operador
G’ G a esquerda de modo que:

GTGm"®" + GTGm"*"*= GTGw,
ou
GTdobs + GTdobs,c= GTGW
ou ainda
GTdobs,c: GTGW _ GTdObS.

Debste modo, fazendo-se uma segunda inversdo com
d®*°, tem-se:

meste = (GTG + ADID,)*GTdoPsc. (1)

Novamente, pode se obter w°®® como a soma de m®" +
m®*®  desta vez com a inclusdo de regularizacao.
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A eficacia da abordagem de Barbieri pode ser
determinada de forma quantitativa. E para tanto
utilizamos neste trabalho o seguinte estimador:

2
s (wi-wih)

[SN (w2

£y (%) = x 100%. (12)

Metodologia

O prop6sito destes testes foi avaliar a qualidade da
solugdo do problema inverso, utilizando o critério da
matriz de resolucdo e o método de Barbieri. Os testes
foram realizados com a inversdo linearizada, utilizando
regularizacdo de ordens zero, um e dois. Para cada
ordem de regularizacéo foram utilizados diversos valores
do parametro de regularizagéo A. A inversdo numérica da
matriz hessiana (G'G + ADID,) foi através do SVD,
decomposicao por valores singulares.

A inversdo da anomalia de campo Bouguer com o
proposito de estimar a profundidade da base dos prismas
que compbem o corpo causador € um problema nédo
linear e sua solugdo sera obtida de forma linearizada,
com regularizagéo.

Foram utilizados dois modelos. O primeiro € um modelo
sintético com 110 prismas, inspirado numa situacao real
da Bacia do Recbdncavo, Bahia. O objetivo é a
determinacdo das profundidades que representam o
contato do sedimento com o embasamento. Depois, para
a mesma finalidade, foi utilizado um perfil gravimétrico
real da Bacia do RecOncavo. Esse ultimo foi escolhido
para validar os critérios de avaliacdo da qualidade da
inversdo numa situacao real, onde ndo se conhece o
modelo verdadeiro, ou seja, as profundidades reais do
contato entre o sedimento e o embasamento. Em ambos
0s casos 0 numero de observagbes foi maior que o
namero de prismas, ou seja, ambos foram problemas
sobredeterminados.

Dados Sintéticos

Esse modelo foi estabelecido por Soares (2013), e é
apresentado na Figura 1, onde se pode ver a geometria
do modelo na parte inferior da figura e a sua anomalia de
campo correspondente na parte superior. Segundo
Soares (2013), esse modelo é inspirado numa situagéo
real de um perfil 2D da Bacia do Recdncavo. No caso, o
corpo 2D foi parametrizado por 110 prismas, sendo cada
prisma com uma largura constate de 1,08 km. As
profundidades dos prismas variaram desde 50 m até 6
km. O contraste de densidade foi considerado constante
e no valor de - 200 kg/m® ou - 0.2 glcm®.

‘Campo' observado

Anomalia Bouguer (mGal)

Profundidade (km)

N oA W N

Modelo verdadeiro

|
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Distancia horizontal (km)

Figura 1: Modelo sintético inspirado num perfil 2D da
Bacia do Recdncavo. A geometria do modelo é mostrada
na parte inferior da figura e a sua anomalia de campo
correspondente na parte superior.

Foram realizadas inversdes com regularizagcdo de ordens
zero, um e dois, assim como foram utilizados os
seguintes valores do parametro de regularizacio: 1= 107,
10*, 10° 10" e 10%

Para o caso de regularizagdo de ordem 0, conforme se
vé na Tabela 1, os menores valores foram gn= 2.23 % e
ew = 0,139 %. Para o caso da ordem 1 tivemos ¢y, = 1.84
% e gy = 0.089 %. Por ultimo, para o caso da ordem 2, o
melhor resultado teve ¢, = 1.92 % e g, = 0.088 %.

Além dos valores do erro RMS relativo entre o modelo
verdadeiro e o modelo estimado e o erro RMS relativo
entre os dados observados e os dados calculados, a
Tabela 1 contém também o estimador expresso pela
equacao (6) que ndo se mostrou efetivo para a escolha
do parametro de regularizagdo e a avaliagdo da solucao
do problema inverso. Por outro lado, o estimador
expresso pela equacdo (12) se mostro efetivo.
Analisando a Tabela 1 podemos verificar que existe uma
correlagéo entre o erro RMS entre o modelo verdadeiro e
recuperado e o estimador expresso pela equagéo (12),
ou seja, ew. Os minimos entre em € gy coincidiram para as
ordens 0 e 1, e foram proximos no caso da regularizagdo
de ordem 2.

Por limitagdo de espaco ndo € possivel mostrar todos os
resultados da Tabela 1. A Figura 2(a) mostra 0 modelo
verdadeiro e os modelos estimados para diferentes
valores de A. O modelo inicial considerado tinha uma
profundidade constante e igual a 6 km para todos os
prismas. Além disso, esse resultado se refere para a
ordem de regularizacdo 1 (primeira derivada).
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Figura 2: Resultados da inversdo linearizada com
regularizagdo de ordem 1, para diferentes parametros de
regularizagdo A. O modelo inicial foi uma profundidade
constante e igual a 6 km para todos os prismas.

A Figura 2(b) representa o que chamamos de pseudo-
imagens, ou pseudo-curvas no caso 2D, que é o esta
tratado. Cada ponto do eixo horizontal corresponde a
soma da profundidade estimada com a profundidade
complementar estimada, conforme apresentado na
equacao (10). Num caso ideal, em que a inversdo fosse
exata, esse valor deveria corresponder a 6 km, que foi o
valor adotado para os elementos do vetor constante w,
conforme a equagao (7). Mas o que esta plotado é o
vetor w®.,

O desvio dos valores da curva em relacdo ao valor
constante de 6 km corresponde a regibes do modelo
onde a inversdo ndo foi bem sucedida. Esse desvio é
expresso pelo estimador &,. Cada curva da Figura 2(b)
esta associada a um valor do parametro de
regularizagdo. O canto superior da Figura 2(b) informa a
correspondéncia entre cor e parametro de regularizacao,

assim como o valor do estimador gy, que também listado
na Ultima coluna da Tabela 1.

Tabela 1: Resultados da inversé@o linearizada com
regularizacdo de ordens 0, 1 e 2. O modelo inicial foi uma
profundidade constante e igual a 6 km para todos os
prismas.

n A Iteracdes €4 (%) em (%) erm (%) £rd (%)
107 30 0.0106 2.95 1.33 0.268
10 30 0.0194 2.23 0.119 0.139
0 10° 30 0.0433 2.59 0.0133 0.146
10 30 0.0968 3.04 0.00171 0.192
10? 30 0.223 3.73 0.000223 0.254
107 30 0.00994 | 2.35 0. 0.167
10! 30 0.0139 1.84 0.0666 0.089
1 10° 30 0.0342 2.3 0.00906 0.097
10* 30 0.0686 271 0.00109 0.127
10° 30 0.128 3.15 0.000176 0.179
107 30 0.00907 | 2.13 0.427 0.142
10° 30 0.0162 1.92 0.0546 0.088
10° 30 0.0308 2.22 0.00933 0.085
2 10t 30 0.0562 2.62 0.00169 0.099
10° 30 0.104 3.02 0.000364 0.158

Nota-se que o menor erro, ou seja, o melhor valor do
parametro de regularizagdo foi A = 10" (cor verde) e
maior erro, ou seja, o pior valor do parametro de
regularizacéo foi A = 10 (cor vermelha). O valor A = 10
resultou num comportamento oscilatério mais intenso.

Na verdade, todos os cinco valores do parametro de
regularizacdo proporcionaram bons resultados, com erros
entre o modelo verdadeiro e o modelo estimado variando
entre 1.84 % e 3.15 %. Porém, essa metodologia permitiu
a esc?Iha do melhor parametro de regularizacao, ou seja,
A=10".

Ainda em relagdo a Figura 2(b) deve-se destacar que a
faixa de variacdo esta limitada entre 5.5 e 6.5 km. E, em
nenhuma distancia horizontal o desvio entre w e w®" foi
acima de 10 %, com excecdo para a distancia entre 65 e
70 km, e apenas para o parametro de regularizagdo A =
10'2, guando o valor do elemento do vetor w® foi inferior

a 5.5 km.

No caso do melhor valor do parametro de regularizacao a
Figura 2(b) indicou que a inversdo foi menos bem
sucedida na regido horizontal entre 20 a 35 km.

Finalmente, pudemos verificar que a Tabela 1 indicou
que o valor do estimador &, diminuiu com o aumento da
ordem da regularizagao.
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Dados Reais

Com o proposito de validar a metodologia proposta na
inverséo linearizada com regularizagdo, foram utilizados
dados reais da Bacia do Recdncavo, obtidos no trabalho
de Soares (2013). As inversdes foram realizadas com
base no modelo 2D formado por prismas com secdes
retangulares, lateralmente justapostos, com a mesma
profundidade para seus topos e profundidades distintas
das bases, sendo estes Ultimos o conjunto de parametros
a serem recuperados pela inverséo.

Foram utilizadas ordens de regularizagédo zero um e
dois, sendo os valores de regularlza(;ao A=107, 107, 10°
e 10". Foi estabelecido um maximo de trinta |tera<;oes eo
modelo inicial tinha uma profundidade constante de 3 km,
para todos os prismas. O perfil 2D tinha um comprimento
de 118,8 km, sendo a largura de cada prisma igual a 1,08
km, de modo que o nimero de prismas foi 110. O niumero
de estagdes em superficie foi 231, de modo que o
problema tratado € do tipo sobredeterminado.

Considerando os paradmetros adotados, os resultados das
inversdes realizadas com a anomalia de campo
observado dessa linha, representado na Figura 3, estéo
apresentados na Figura 4(a) a 4(f), na forma de modelos
estimados e também as respectivas pseudoimagens
estimadas. Todos os resultados das simulagBes estdo

resumidos na Tabela 2.
20

dampo observado

10 Campo calculado )

-10

Anomalia de Bouguer (mGal)

Profundidade (km)

Modelo inicial -+
Modelo estimado

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Distancia horizontal (km)

Figura 3: Dados observados e calculados de um peffil

gravimétrico na Bacia do RecOncavo na parte superior.

Modelo estimado (profundidade em km) a partir da

inversao linearizada com regularizagdo de ordem zero e

parametro de regularizacdo A = 10 na parte inferior.

110 120

O modelo selecionado esta na Figura 3, juntamente com
os perfis gravimétricos observados e calculados. Pode-se
afirmar que o método de Barbieri permitiu decidir sobre o
melhor resultado das inversdes. O resultado com o
menor desvio de &y. Foi relacionado ao pardmetro A = 10.
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Figura 4:

Invers@es linearizadas com diferentes parametros de regularizagdo X, do perfil gravimétrico da Bacia do

Recbncavo com regularizacdo de ordens 0, 1 e 2, respectivamente em (a), (b) e (c). As pseudo-imagens associadas estdo

apresentadas, respectivamente, em (d), (e) e ().
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Tabela 2: Resultados das inversdes linearizadas com
regularizagdo dos dados reais da Bacia do Recéncavo.

n A Iteragdes £q4 (%) e (%)
107 30 1.8 2.97
0 10" 30 1.85 2.48
10° 30 2.07 1.91
10 30 271 1.44
107 30 1.78 3.31
1 10" 30 1.86 2.78
10° 30 1.99 252
10 30 2.64 1.61
107 30 1.79 352
2 10" 30 1.85 321
10° 30 1.93 3.44
10 30 258 1.83

Discussao e Conclusdes

O principal foco deste trabalho foi estudar dois critérios
de avaliagdo do desempenho de inversdes linearizadas,
as matrizes de resolucdo e o critério de Barbieri (1974).
Os resultados obtidos na inversdo 2D de dados
gravimétricos permitiram estabelecer as seguintes
conclusdes.

No caso do modelo sintético verificou uma grande
mudanca nos comprimentos dos prismas ao longo do
perfil, apresentando regibes de menor profundidade
também na parte central, cercado por trechos com rapida
variacdo, podendo representar falhas geoldgicas.

Considerando os resultados obtidos com diversos
modelos iniciais e com diversas ordens de regularizagéo,
pode-se concluir que o método Barbieri é efetivo para se
decidir a respeito da qualidade da inverséo,
especialmente sobre o modelo estimado a escolher, entre
os diversos resultados que se obtém variando-se os
parametros e a ordem da regularizacao.

Para menores valores do parametro A, os modelos
estimados apresentam-se por vezes com fortes variagfes
que, provavelmente, ndo condizem com a realidade
geoldgica. Porém, considerando o que foi visto quando
se tratou da inversdo com dados sintéticos, é importante
acompanhar como se comportam os elementos do vetor
w®, pois dois aspectos se destacam: (i) os valores
maximos e minimos indicam, no caso, que o valor da
profundidade obtida para o prisma naquela posicdo tem,
provavelmente, desvios em relacdo ao verdadeiro, e (ii)
as oscilagdes ao longo do perfil refletem o mesmo
comportamento no modelo estimado, indicando um maior
ou menor grau de confiabilidade do resultado da
inversdo. Verifica-se, entdo, que o método Barbieri é
mais efetivo para discriminar essas situagfes, contando
com a ajuda do estimador &y.
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