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Abstract

This work compares different types of numerical optimi-
zation methods used in full waveform inversion (FWI). All
methods are tested using the Marmousi model. Sequen-
tial invertions of increasing frequency mitigates the non-
linnearites of the process. The methods are compared
in terms of normalized total run time, total number of ite-
rations and mean square errors of the resulting sysmo-
grams. The convergence of each frequency component
is futher analised.

Introducao

O desenvolvimento de técnicas de inversdo do campo
de onda completa (Full waveform inversion, FWI) é con-
siderado um passo importante em diregdo ao melhor en-
tendimento das propriedades da subsuperficie. A FWI é
um procedimento complexo de ajuste de dados baseado
na modelagem de onda completa visando extrair infor-
magdes quantitativas de sismogramas.

Tarantola (1984) inferiu modelos de subsuperficie de alta
resolucéo utilizando técnicas de minimizagéo do residuo
dos sismogramas observados e simulados. Esta técnica
consiste em encontrar uma direcao de busca no subes-
pago dos modelos a partir de um modelo inicial. Em se-
guida é realizada uma segunda busca na diregao calcu-
lada por um modelo que reduza o residuo dos sismogra-
mas. Este procedimento é repetido até que haja conver-
géncia. Existem diversos modos de encontrar a diregao
de busca da FWI (Fletcher, 1987), cada um com vanta-
gens e desvantagens. Nos ultimos anos, pesquisadores
vem buscando formas de implementar a FWI de maneira
robusta e eficiente computacionalmente.

Tarantola (1984) Inicialmente, a FWI foi implementada
realizando a busca através da diregdo contraria ao gra-
diente da funcéo objetivo (método do gradiente descen-
dente) (Tarantola, 1984). Esta técnica, embora de facil
implementagao, necessita de um nimero elevado de ite-
racoes para atingir a convergéncia. Hu et al. (2011) uti-
liza o método do gradiente conjugado (MGC) apresen-
tada por Hestenes and Stiefel (1952). A facilidade de im-
plementacdo para problemas com diversos parametros
e a convergéncia mais rapida que o gradiente descen-
dente torna o MGC bastante popular como otimizador na
FWI. Finalmente, uma aproximagao de segunda ordem
da funcéo objetivo da origem a otimizagdo de Newton.
Desta forma, a matriz das derivadas de segunda ordem

da fungéo objetivo (matriz Hessiana) € utilizada no cal-
culo da direcdo de busca do modelo. No caso da FWI,
onde o nimero de parametros é muito grande (>10000),
esta matriz ndo pode ser calculada de forma eficiente,
inviabilizando o método. Contudo existem formas de en-
contrar a Hessiana de forma aproximada (Dennis and
Morée, 1977). Nocedal and Wright (2006) apresentam
formas implicitas de calcular as atualizagées do modelo
sem a necessidade de armazenar a matriz Hessiana. Vi-
abilizando a aplicagéo na FWI. Alguns exemplos de apli-
cagOes de métodos baseados na técnica de Newton es-
tdo em Pratt et al. (1998), Brossier et al. (2009b), Bros-
sier et al. (2009a), Métivier et al. (2013).

A FWI é um problema n&o linear malposto. Além do
método de otimizagdo numérica utilizado, outros desa-
fios devem ser atacados visando mitigar esses proble-
mas. Contribuem neste sentido, a inversdo sequen-
cial de frequéncias especificas no dominio da frequén-
cia, ou de comprimentos de ondas especificos no do-
minio do tempo. Técnicas de regularizagdo e pré-
condicionamento dos dados de entrada também ajudam
em tornar o problema mais robusto. Virieux and Operto
(2009) apresenta um resumo completo de todas as eta-
pas do processo de FWI.

Este trabalho apresenta uma comparagdo entre méto-
dos de otimizagdo matematica utilizados na FWI. Para
estas comparagdes, levou-se em consideragdo o nu-
mero de iteragdes necessdria para a convergéncia e o
valor total da fungdo objetivo encontrada para cada mé-
todo.

Metodologia

A inversdo do campo de onda completa (FWI) &€ um pro-
cesso de otimizagdo matematica nao linear visando en-
contrar um modelo de velocidades sintético ¢ que mini-
miza uma fungdo objetivo.Esta fungéo utiliza uma mé-
trica entre um sismograma sintético uc(¢) e um sismo-
grama observado u,. Neste trabalho a métrica utilizada
foi a norma [, da diferenga entre os sismogramas.

Sendo assim, busca-se minimizar a seguinte fungédo ob-
jetivo (Pratt, 1999)

1@ =5rr (1)

onde r =u. —u, € 0 erro residual dos sismogramas.

O célculo do modelo de velocidades é feito no dominio
das frequéncias. Ao aumentar progressivamente a com-
plexidade do modelo a ser invertido, ou seja, incluir as
frequéncias mais altas em etapas, diminui-se a impor-
tancia do modelo inicial e melhora a convergéncia global
da FWI. Desta forma, o modelo inicial € utilizado para
a inversdo da componente de frequéncia mais baixa do
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dado. A saida desta etapa é utilizada como entrada para
a frequéncia subsequente e assim sucessivamente. A
frequéncia inicial e a final dependem da fonte utilizada.
Neste trabalho foi utilizado ; = 0.5, € @y =2.50. onde
w. é a frequéncia central da fonte.

Todos os métodos estudados seguem a seguinte
sequéncia

for v = w; : 0y
Para um dado ¢
Calcula-se xy e V.xo
While (x 1 —xx) > €
Calcula a diregao de busca sy
Encontra oy, satisfatério
Ck+1 < Ck + 0% Sk
k=k+1
end
Cp < Ck
end

As diferengas residem no célculo da diregao de busca s
e do passo de iteragéo a.

Para a inversdo do campo de onda acustica, o célculo
do gradiente da fungéo objetivo depende da equagéo
da onda acustica no dominio da frequéncia (Pratt et al.,
1998) (2).

u(0) =S (0)f(w) @)

Onde S = K — w?M + iowC. Neste caso, o gradiente da
fungéo objetivo é:

VX =Re {F‘[S’l}’r*} (3)

Onde F é uma matriz cujas colunas sdo os termos de
fontes virtuais para cada um dos m parametros.

F=[f0) 2 . fm)] (4)

£ = — (%f (5)

O calculo de a pode ser feito de diversas maneiras.
Neste trabalho foram utilizados duas formas. A primeira
consiste em encontrar o que atenda as condi¢des de
Wolfe (Fletcher, 1987) (6).

x (e + agsi) < x(ek) + 010V} sk

T T (6)

[Vx (ex + ousk) " sk| < —02 Ve sk
Sendo 0 < 01 < 0 < 1/2. O algoritmo que realiza a
busca na direcéo sk pelo oy que atende estas condi¢oes
€ chamado de algoritmo de line search. Este algoritmo
implica em recalcular a fungéo objetivo algumas vezes
na busca do passo 6timo, o que aumenta consideravel-
mente o custo computacional para cada passo de itera-
gao.

A segunda forma consiste em encontrar um o que reduz
a fungéo objetivo, ou seja, que atenda a seguinte condi-
céo:

X1 (€ + 04810 < Xx (€K (7)

Ao utilizar como valor inicial de oy, um valor que impli-
que em uma variagdo maxima definida no modelo de
velocidades, caso este valor ndo atenda a condicéo 7,
reduz-se oy, até que 7 seja atendida. Este algoritmo dimi-
nui consideravelmente o numero de vezes que o método
precisa ser calculado, aumentando a velocidade global
do método. Desta forma, no decorrer do texto, os méto-
dos que utilizem esta forma de calculo de a serdo cha-
mados de rapidos.

Os algoritmos implementados neste trabalho seguem
trés principais linhas de calculo da dire¢éo de busca sy.
Séo elas:

Gradiente Descendente No método do gradiente des-
cendente, a direcdo descendente é o negativo do gradi-
ente no ponto de estudo:

Sk = —VeXk (8)

Este método possui a vantagem de ser simples de im-
plementar e de baixo custo computacional para cada
iteracdo. Contudo, para fungdes mais complexas, o
numero de iteragdes necessarias aumenta significativa-
mente, tornando-o pouco eficiente.

Gradiente Conjugado (Hestenes and Stiefel, 1952)
O método do gradiente conjugado é um dos métodos
mais utilizados para resolver grandes problemas linea-
res e ndo lineares. As caracteristicas marcantes deste
método s@o a ndo necessidade de armazenamento de
grandes matrizes e a taxa de convergéncia mais rapida
que o método do gradiente descendente. Uma proprie-
dade importante dos vetores conjugados é que podemos
minimizar uma fungdo objetivo em no maximo n passos
através de minimizagdes sucessivas ao longo das dire-
¢des conjugadas, onde n € o nimero de parametros da
funcédo. A diregado de busca sk € calculada da seguinte
forma:

ifk=0
sk =~V
else
Beiy = Vil Vi
k+1 — Vlz-vlk
Skl = — VX1 + Brr 15k
end

Um dos maiores desafios do método gradiente conju-
gado é a necessidade de calcular com maior precisao
0 passo de iteragdo 6timo oy. Caso oy ndo satisfaca
certas condigdes, as diregdes de busca podem nao ser
descendentes. Desta forma, torna-se necessario que o
calculo de oy atenda as condigoes de Wolfe (6).

Newton No método de Newton, utiliza-se a informagao
da derivada segunda ordem da fungao objetivo (Fletcher,
1987). Neste caso a direcao de busca passa a ser

sk=—Hx 'V 9)

onde Hy é a matriz Hessiana.

Este método, embora de convergéncia muito répida,
possui um alto custo computacional, pois necessita cal-
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Figura 1: Comparagao dos campos de velocidade. (a) - Modelo real. As estrelas vermelhas representam as posicées das
fontes, os tridngulos brancos representam os receptores. (b) - Modelo invertido pelo método I-BFGS. (c) - Comparagéo
de um perfil de velocidades para todos os métodos. O perfil escolhido esta representado nos itens (a) e (b) por uma linha

tracejada branca.

cular e inverter a matriz Hessiana para cada iteragao.
Para problemas com muitas variaveis, o célculo da Hes-
siana apresenta um desafio em termos de armazena-
mento. Neste caso, implementa¢des que calculam a
inversa da Hessiana necessaria para o célculo de sk
de forma implicita resolvem este problema. Neste tra-
balho foram implementadas duas variagdes do método
de Newton, ambas descritas em Nocedal and Wright
(2006), Newton-CG e L-BFGS. No primeiro a diregao de
busca é feita aplicando o método do conjugado gradiente
na equacao de newton. No segundo a inversa da matriz
Hessiana é aproximada utilizando apenas informacgdes
das ultimas [ iteragdes.

Para os teste realizados, o modelo utilizado foi uma parte
do Marmousi de 2004mx1000m. Foram realizados dez si-
mulagdes com as fontes distribuidas ao longo da profun-
didade de 40m e receptores em todos os pontos nesta
mesma profundidade. A discretizagdo espacial foi de
4mx4m. A fonte utilizada foi ricker de 8Hz. O modelo e
a geometria de aquisi¢cao estdo na Figura 1a. O modelo
inicial foi o modelo real suavizado. Para cada método es-
tudado, foi feita uma rodada completa do algoritmo FWI,
incluindo sucessivamente as componentes de frequén-
cia desde 4Hz até 20Hz. Foram comparados cinco mé-
todos em relagéo ao tempo de execugao relativo ao pri-
meiro método, o numero total de iteragdes executadas e
anorma /2 do erro do sismograma no dominio do tempo.
Os métodos testados foram:

Gradiente Descendente com line search
Gradiente Descendente rapido
Gradiente Conjugado com line search
Newton-CG com line search

PN~

5. L-BFGS

Resultados

A Figura 1 apresenta o resultado da inversdo. A Figura
1a e 1b é o modelo real e o resultado da inverséao res-
pectivamente. A Figura 1c mostra a comparagao de um
perfil de velocidades para todos os métodos. O perfil es-
colhido encontra-se destacado nas Figuras 1a e 1b. Vi-
sualmente, todos os métodos estudados apresentaram
uma boa aproximacado. Percebe-se que as bordas nao
apresentam um bom resultado. Isto deve-se a falta de
dados na aquisicao.

A Figura 2 apresenta a comparagao dos sismogramas.
A Figura 2a e 2b contém um sismograma gerado a partir
do modelo real e do modelo invertido respectivamente.
A Figura 2c mostra um trago selecionado para todos os
métodos. O trago escolhido encontra-se destacado nas
Figuras 2a e 2b. Nota-se que todos os métodos séo ca-
pazes de aproximar com bastante precisao o trago real.

A performance dos métodos encontra-se na Tabela 1 e
na Figura 3. A Tabela 1 apresenta o tempo de execucao
normalizado em relagao ao primeiro método, nimero de
iteragdes totais e 0 erro médio quadratico. A Figura 3
contém as evolugbes dos erros para cada frequéncia. O
valor maximo de cada barra indica o erro inicial e o valor
minimo indica o erro final para cada uma das frequén-
cias invertidas. Desta forma, uma barra muito curta, isto
é, um erro final elevado, indica uma incapacidade do
método de convergir para uma determinada frequéncia.
Também é possivel observar a influéncia que uma boa
convergéncia em uma frequéncia mais baixa tem nas de-
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Figura 2: Comparacéo dos sismogramas. (a) Sismograma obtido pelo campo real. (b) Sismograma obtido pelo campo
invertido pelo método I-BFGS. (c) - Comparagdo de um trago sismico para todos os métodos. O trago escolhido esta

representado nos itens (a) e (b) por uma linha tracejada preta.

mais. Quando um método falha na convergéncia, o erro
inicial da frequéncia seguinte é naturalmente maior, o
que indica uma distancia maior do minimo, aumentado
o tempo de convergéncia e o risco de encontrar um mi-
nimo local. Vale ressaltar que é possivel identificar a
assinatura da banda de frequéncia da fonte na Figura 3.

O método do gradiente descendente com line search fa-
lhou em convergir em diversas frequéncias. Embora o
erro total no sismograma néo tenha sido muito elevado,
este é um resultado preocupante, pois isto mostra que
mesmo em um caso ideal, sem ruido, a convergéncia
nao é garantida. Para casos mais complexos, este pro-
blema torna-se mais grave. O resultado do gradiente
descendente rapido obteve uma resposta bastante inte-
ressante, conseguindo uma boa convergéncia para um
tempo total bastante abaixo dos demais. Como o ta-
manho do passo de busca neste caso ndo é tao restri-
tiva como nos demais métodos, existe a possibilidade
de fuga de minimos locais através de o maiores, dimi-
nuindo a probabilidade de convergir para um minimo lo-
cal. Vale ressaltar que o numero total de itera¢des neste
caso € maior que os demais. O melhor método em ter-
mos de erro de aproximagao foi o método do gradiente
conjugado (MGC). Em boa parte das frequéncia, prin-
cipalmente nas frequéncia mais proximas da frequéncia
central da fonte, obteve o menor erro final. O erro total
naturalmente foi 0 menor de todos. Em termos do nu-
mero de iteragdes e tempo total de execugao, nao obteve
um bom resultado, ficando atras do gradiente descen-
dente rapido e do L-BFGS no tempo total de execugéo
e atras deste Ultimo em termos de nimero de iteragoes.
O método do Newton truncado obteve o segundo melhor
resultado em termos de erro de convergéncia. Porém o
tempo total de execugao nao tornaria este método prefe-
rivel ao MGC. Por ultimo, o L-BFGS né&o obteve uma boa
resposta em termos de erro de convergéncia. E possi-

vel melhorar este resultado através de regularizagéo e
modificando a aproximagao inicial da Hessiana (Métivier
et al., 2013). O tempo total de execugao indica uma alta
eficiéncia computacional na atualizagdo do modelo.

Tabela 1: Performance dos métodos: (1) - Gradiente
Descendente com line search. (2) - Gradiente Descen-
dente rapido. (3) - Gradiente Conjugado com line search.
(4) - Newton Truncado com line search. (5) - L-BFGS
com line search.

Método -lE—ireT;(?uoggg I’;l;r:zées Erro
(1) 1,0000 358 19,61
(2) 0,0014 720 18,91
(3) 0,0254 410 17,74
(4) 0,0299 546 18,55
(5) 0,0138 350 20,33
Conclusoes

Ao analisar os métodos, percebe-se que todos obtive-
ram resultados satisfatérios na inversdo do campo de
velocidades. Todos os sismogramas gerados a partir
dos modelos invertidos aproximam os sismogramas re-
ais. O método que obteve o melhor resultado em re-
lagcédo ao erro da inversdo foi o método de gradiente
conjugado equanto o método mais rapido foi o gradi-
ente descendente rapido, embora tenha sido o que ne-
cessitou de maior nimero de iteragbes para convergir.
Conclui-se que o método que obteve o melhor resultado
foi o gradiente conjugado, mesmo este sendo mais lento.
A eficiéncia do algoritmo de line search e técnicas de
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Figura 3: Evolugdo dos valores da fungdo objetivo para cada frequéncia. Cada barra mostra os erros iniciais e finais para
cada método. Um valor minimo alto de uma barra indica uma ma convergéncia, ao passo que um valor minimo baixo
indica uma convergéncia boa. O valor maximo de cada barra indica o erro inicial e demonstra a importancia de uma boa

aproximagao para as etapas anteriores.

pré-condicionamento podem ajudar a torna-lo mais ra-
pido. Vale ressaltar que estes resultados nao séao defi-
nitivos. Outras regularizagdes estdo sendo implementa-
das. Aplicagcbes em outros modelos, inclusive conside-
rando ruido, também estdo sendo testadas.
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