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Resumo 

Apresentamos um novo procedimento de restituição da 
resolução na inversão gravimétrica linear para o 
mapeamento da distribuição de densidade de 
pequenas fontes, que possibilita novas perspectivas 
em aplicações de gravimetria, inclusive para estudos 
ambientais. Parte da resolução que é fisicamente 
possível de ser recuperada pode ser perdida devido a 
fenômeno numérico computacional que leva a 
estimativas tendenciosas e muito suaves. Esta 
condição é numericamente imposta se as dimensões 
horizontais das fontes são pequenas.  Contornamos 
este problema numérico com uma abordagem semi-
heurística que estende as dimensões horizontais do 
modelo intrepretativo, e posteriormente, corrige as 
estimativas. Apresentamos a metodologia para estimar, 
via inversão gravimétrica regularizada, a distribuição de 
contraste de densidade de fontes gravimétricas de 
pequenas dimensões. Com este novo procedimento 
obtivemos em testes sintéticos o delineamento de 
contatos laterais entre regiões de diferentes 
densidades, que só seriam possíveis de se recuperar 
com fontes de dimensões maiores.  

 

Introdução  

A inversão gravimétrica linear pode ser aplicada com o 
objetivo de mapear a distribuição de densidade em 
subsuperfície, mapear o relevo do embasamento de 
bacias sedimentares ou delinear a forma de corpos 
intrusivos, mas em todos os casos, as estimativas do 
conjunto de parâmetros do modelo escolhido são 
obtidas a partir dos dados gravimétricos e informações 
adicionais conhecidas a priori. Esta obtenção do 
modelo geofísico interpretado e a recuperação de 
detalhes das fontes geológicas estão relacionadas à 
resolução do problema gravimétrico inverso.  

Contudo, diferentes autores tratam de diferentes 
aspectos da resolução. BACKUS e GILBERT (1968; 
1970), e PARKER (1977) mostraram o importante 
compromisso entre a resolução e estabilidade da 
solução. Mesmo fazendo uso do método de 
regularização (TIKHONOV e ARSENIN, 1977) para a 
obtenção de soluções únicas e estáveis em problemas 
gravimétricos inversos, a falta de resolução pode ser 
inevitável.  

Segundo SILVA et al. (2010) é preciso distinguir entre  
"resolução verdadeira" e "resolução demandada". A 
primeira é a menor distância entre duas fontes 
geológica, ou pontos na distribuição da propriedade 
física, na qual estas fontes podem ser distinguidas 

pelos dados geofísicos, enquanto que resolução 
demandada é a resolução que o geofísico espera obter 
dos dados. Note que a informação a priori introduzida 
pelo funcional regularizador (regularização de 
TIKHONOV) bem como o peso atribuído 
numericamente a regularização (valor atribuído ao 
parâmetro de regularização de TIKHONOV) não são 
capazes de simultaneamente aumentar a resolução 
verdadeira e manter a estabilidade. Presumindo-se 
uma determinada função regularizadora e um 
determinado peso para esta função podemos obter 
uma solução única e estável. Porém, um peso pequeno 
atribuído à função regularizadora aumenta a resolução 
demandada, mas também aumenta substancialmente a 
instabilidade da solução estimada. Por outro lado, um 
peso grande atribuído à função regularizadora 
estabiliza a solução, mas reduz a resolução 
demandada. A instabilidade aparece quando a 
resolução demandada torna-se maior que a resolução 
verdadeira o que pode ser interpretado como uma 
tentativa de se extrair mais informações dos dados do 
que é fisicamente possível. Portanto a sintonia de um 
valor para o parâmetro de regularização pode levar na 
melhor das hipóteses apenas à máxima resolução 
fisicamente possível.   

Ocorre que parte dessa resolução fisicamente possível 
de ser recuperada pode ser perdida devido a fenômeno 
numérico computacional que leve ao mal 
condicionamento da matriz sensibilidade ao quadrado. 
Matematicamente a matriz Resolução é calculada a 
partir da matriz de sensibilidade ao quadrado. Como 
abordado por BOTT (1972), se os valores singulares da 
matriz sensibilidade ao quadrado se aproximam de 
zero ocorre um empobrecimento de seu 
condicionamento (ANDERSEN, 1969), que afeta sua 
inversa e leva a estimativas tendenciosas e muito 
suaves. Verificamos que este mal condicionamento da 
matriz sensibilidade ao quadrado, e a consequente 
perda de resolução, são impostos numericamente se 
as dimensões horizontais das fontes são pequenas. 

Contornamos este problema numérico com uma 
abordagem semi-heurística que consiste de duas 
etapas. Primeiro, estendemos as dimensões 
horizontais do modelo interpretativo utilizado na 
inversão gravimétrica para estimar provisoriamente os 
parâmetros, assim não há mal condicionamento da 
matriz sensibilidade ao quadrado. No entanto, como o 
volume das fontes foi exagerado, o valor da 
propriedade física é subestimado. Em seguida, 
corrigimos a magnitude destes valores subestimados 
utilizando o desajuste com a anomalia gravimétrica 
observada. 

Apresentamos a metodologia para estimar via inversão 
gravimétrica regularizada a distribuição de contraste de 
densidade de fontes gravimétricas de pequenas 
dimensões. 
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Metodologia 

Seja horizontalmente heterogênea a distribuição de 
densidade de um pacote de aterro depositado sobre 
um embasamento de densidade homogênea. 
Discretizamos este aterro em uma malha         de 

  prismas elementares 3D, verticais e justapostos nas 

direções horizontais   e   em um sistema destral de 

coordenadas em que   é positivo para baixo. O topo 

dos prismas coincide com a superfície do aterro e 
todos os prismas têm dimensões horizontais iguais à 
   e    ao longo das direções   e  , respectivamente. 

Presumimos que o contraste de densidade (   ), entre 

um prisma e o embasamento, é constante dentro de 
cada um dos   primas, mas pode mudar de um prisma 

para o outro a fim de permitir variação na distribuição 
horizontal de densidade do aterro. As espessuras (  ) 

dos   prismas são conhecidas e representam as 

profundidades do embasamento do aterro em   
pontos. 

A componente vertical do sinal gravimétrico no  -ésimo 

ponto de observação (  ), nas coordenadas   ,    e   , 
está relacionada ao contraste de densidade do  -ésimo 

prisma (   ) através da relação linear 

 (1) 

sendo a função linear   (                  ) calculada 

no  -ésimo ponto de observação para o  -ésimo prisma 

com centro localizado nas coordenadas horizontais    e 

  .  

A solução algorítmica da integral que define a função    
é dada por PLOUFF (1976):  

(2) 

sendo,      √  
    

    
 , 

     (  )
 (  ) (  ) ,    (     )      , 

   (     )      ,    (     )      ,    (   

  )      ,      e      , para     .  

O termo    (equação 1) define o  -ésimo elemento do 

vetor    (  
      

 ) , contendo a anomalia teórica 
computada através do modelo interpretativo definido de 
modo único pelo vetor de parâmetros 

  (         )
 , e o sobrescrito   representa 

transposição.  

Por simplicidade, presumimos que os dados 
gravimétricos observados são interpolados em uma 
malha regular         com espaçamentos    e    

ao longo das direções   e  , respectivamente, e que a 

posição horizontal do centro de cada prisma coincide 
com um ponto de observação (Figura 1).  

 
Figura 1: Modelo interpretativo sem extensão – Parte 

inferior – Pacote de aterro discretizado por uma malha 

      de   prismas 3D, de dimensões horizontais     e 

  , justapostos ao longo das direções   e  , respectivamente; 

Parte superior – Malha regularmente espaçada com as 

posições das observações; Detalhe a direta – Contribuição 

gravimétrica do  -ésimo prisma na observação    posicionada 

sobre o centro do  -ésimo prisma. 

A inversão gravimétrica consiste em estimar, a partir de 
  , o vetor de parâmetros  ̂ contendo a distribuição do 

contraste de densidade     dos   prismas que 

compõe o modelo interpretativo. Estes contrastes de 
densidade estão relacionados aos dados gravimétricos 
através da relação linear dada pela equação 1. O 
problema inverso linear de estimar  ̂ a partir dos dados 

gravimétricos pode ser formulado, apenas utilizando-se 
mínimos quadrados, segundo MEDEIROS e SILVA 
(1996), como: 

 (3) 
em que,   é a matriz sensibilidade, cujo   -ésimo 

elemento é definido como: 
 
 
 
 

 (4) 

Note que se os termos    e    tenderem a zero, o 

resultado do logaritmo natural tende a zero, e que isso 
ocorre se    e    tenderem a zero. 

O problema inverso linear de estimar um vetor  ̂ 

apenas utilizando a equação 2 é mal posto 
apresentando solução sem estabilidade. Assim, para 
transformar esse problema mal posto em outro bem 
posto usualmente um funcional regularizador é 
introduzido. Como presumimos que a distribuição 
horizontal do contraste de densidade é 
predominantemente suave, ao menos em uma mesma 
região, incorporamos esta informação a priori através 
da regularização conhecida como suavidade 
(regularizador Tikhonov de primeira ordem, TIKHONOV 
e ARSENI, 1977). Esta técnica impõe que a estimativa 
de cada parâmetro     (contraste de densidade do  -

ésimo prisma) se aproxime da estimativa dos 
parâmetros adjacentes. Segundo MEDEIROS e SILVA 
(1996) o estimador regularizado com o funcional de 
suavidade é dado por: 

 (5) 
que   é um escalar não negativo denominado de 

parâmetro de regularização,   é uma matriz  ×  
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representando o operador discreto de primeiras 
derivadas horizontais (TWOMEY, 1963), e   é o 

número total de pares de parâmetros adjacentes. A  -
ésima linha da matriz   contém somente dois 

elementos não nulos,   e   , que estão associados ao 

 -ésimo par de parâmetros adjacentes.  

A matriz pseudo- inversa  , é definida por 

 (6) 
se é utilizada, respectivamente, a inversão descrita 
pela equação 3 ou pela equação 5. Em ambos os 
casos, a Matriz Resolução ( ), segundo BACKUS E 

GILBERT (1970), fica definida por  

 (7) 

Note que a realização da inversão descrita pela 
equação 3 implica na igualdade da matriz Resolução 
com a matriz Identidade (   ). No entanto, quando as 
fontes prismáticas têm dimensões horizontais (   e   ) 

pequenas isso não ocorre devido a uma degeneração 

numérica da matriz    . Decompondo em valores 

singulares as matrizes   e     temos que        e 

         . Fica claro que se os valores singulares 
forem próximos de zero, seu quadrado será ainda mais 
próximo de zero. Quando as dimensões horizontais das 
fontes prismáticas (   e   ) são suficientemente 

grandes o termo relacionado com a função logarítmica 
natural da equação 4 leva a valores singulares 
grandes, por garantir uma soma aos elementos da 
diagonal da matriz Sensibilidade ( ). Por outo lado se 

   e    tendem a zero a matriz     ser torna mal 

condicionada (ANDERSEN 1969) e terá valores 
singulares próximos a zero. Adicionalmente, embora 

todos os elementos da matriz     sejam 

numericamente próximos de zero, relativamente os 
elementos da diagonal são muito maiores que os 
elementos fora da diagonal. Isto implica em uma 
simultânea suavidade e tendenciosidade ao vetor de 
parâmetros estimados ( ̂). 

A fim de superar esta dificuldade numérica imposta às 

inversões que envolvam    , propomos um 
procedimento de inversão que temporariamente 
modifica as dimensões do modelo interpretativo, estima 
os contrastes de densidade provisórios, e os corrige 
em uma etapa final. Multiplicamos por um fator   as 

dimensões horizontais dos prismas,    e   , e os 

espaçamentos horizontais entre as observações 
gravimétricas (  

 ) produzindo assim um novo modelo 

interpretativo horizontalmente estendido. Aplicamos a 
inversão gravimétrica regularizada (equação 5), no 
vetor de observações gravimétricas (  ) mas com 

espaçamento estendido entre as observações, para 
estimar um vetor de parâmetros provisório  ̃ contendo 

as   estimativas provisórias de contraste de densidade 

(  ̃ ) deste novo modelo interpretativo estendido. Com 

este procedimento os parâmetros   ̃  são 

subestimados pela inversão como consequência do 
superdimensionamento do volume do modelo 
interpretativo estendido. No entanto, este procedimento 
é efetivo para localizar contatos, mapeando no pacote 
de aterro regiões lateralmente dispostas com diferentes 
contrastes de densidade. É possível recuperar a 
magnitude verdadeira dos valores da distribuição do 
contraste de densidade estimados multiplicando cada 
elemento do vetor de contraste de densidade provisório 

( ̃ ) por um escalar (   ), que funciona como fator de 

correção.   

Ao calcularmos a anomalia gravimétrica produzida com 
o modelo interpretativo original, mas com a distribuição 
de densidade subestimada  ̃, obtemos uma anomalia 

gravimétrica ( ̌ ) a qual apresenta forma aproximada à 

da anomalia gravimétrica observada (  ), mas 

amplitude inferior. Para a correção de  ̃ calculamos um 

fator de correção (    ) para cada  -ésimo contraste de 

densidade subestimado ( ̃ ) pela razão entre a  -ésima 

anomalia gravimétrica verdadeira (  
 
) e a  -ésima 

anomalia gravimétrica ajustada ( ̌ 
 ): 

 (8) 

Finalmente, para obtermos o  -ésimo elemento do vetor 

de parâmetros estimado definitivo   ̂ , multiplicamos o 

 -ésimo elemento do vetor de parâmetros estimado 

provisório   ̃  pelo  -ésimo fator de correção     , 

 (9) 

 

Resultados 

Aterro simulado 
Simulamos um aterro em que o pacote heterogêneo 
cobre um embasamento homogêneo com arcabouço 
estrutural complexo caracterizado por três baixos. A 
Figura 2 mostra o mapa de contorno e a vista em 
perspectiva do relevo verdadeiro do embasamento do 
aterro simulado. Este aterro estende-se por 130 m e 
160 m ao longo das direções   e   (norte-sul e leste-

oeste) respectivamente, sendo composto por 26 x 32 
prismas com dimensões horizontais    e    de 5m, 

todos com topo em     0,0 m. A espessura de cada 

prisma (  ) é obtida na coordenada horizontal   ,   , do 

centro do  -ésimo prisma, pela profundidade verdadeira 

do embasamento (Figura 2) nas mesmas coordenadas. 

 

Figura 2: Mapa de contorno e vista em perspectiva do relevo 

verdadeiro do aterro simulado. 

Simulamos uma distribuição horizontal do contraste de 
densidade, entre o embasamento e cada um dos 
prismas (   ) que compõem o aterro, dividida em três 

regiões distintas (Figura 3), regiões I, II e III, sendo a I 
a região com menor contraste de densidade. 

  (   )    , ou por   (        )    , 

    .    
|  
 |

| ̌ 
 |
    

. 

  ̂     ̃        
. 
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Figura 3: Mapa da distribuição do contraste de densidade 

para o aterro simulado. 

A Figura 4 mostra a anomalia gravimétrica, 
contaminada com ruído, produzida pelo modelo 
simulado, com relevo do embasamento mostrado na 
Figura 2 e a distribuição do contraste de densidade 
mostrado na Figura 3. A anomalia gravimétrica teórica 
(equação 1) foi avaliada nas mesmas coordenadas 
horizontais dos centros dos prismas, no plano 
horizontal   =    m, e corrompida por ruído através de 

realizações de uma variável pseudo-aleatória 
Gaussiana com média nula e desvio padrão de 0,1 
mGal. 

 
Figura 4: Anomalia gravimétrica do aterro simulado 

contaminada com ruído pseudoaleatório de 0.01 mGal. 

 

Inversão 

Inversão sem procedimento de extensão 
A Figura 5 mostra o mapa da distribuição do contraste 
de densidade estimado via inversão linear (equação 5) 
com parâmetro de regularização ( ) de      e modelo 

interpretativo sem extensão. 

 
Figura 5: Mapa da estimativa do contraste de densidade via 

inversão linear sem extensão com parâmetro de regularização 

( ) igual a        . 

Note que a distribuição do contraste de densidade 
difere da verdadeira em dois aspectos, quanto a forma 
e quanto a amplitude. Note também que há uma 
intensa suavidade imposta à estimativa 

A Figura 6 mostra a anomalia gravimétrica ajustada 
pela inversão linear sem extensão.  

 
Figura 6: Anomalia gravimétrica ajustada pela inversão 

linear sem extensão. 

Note que anomalia gravimétrica recuperada com 
inversão linear sem extensão (Figura 6) não se ajusta à 
verdadeira nem quanto a forma nem quanto a 
intensidade (Figura 4). 
 

 
Inversão com procedimento de extensão 

A Figura 7 mostra o mapa da distribuição do contraste 
de densidade estimado via inversão linear (equação 5) 
com parâmetro de regularização ( ) de      utilizando-

se o procedimento de extensão, com fator de extensão 
 = 100. 
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Figura 7: Mapa da estimativa do contraste de densidade via 

inversão linear com extensão com parâmetro de regularização 

( ) igual à         e fator de extensão   =100. 

Note que utilizando à inversão linear com extensão a 
distribuição do contraste de densidade verdadeiro é 
muito bem recuperada.  

A Figura 8 mostra a anomalia gravimétrica ajustada 
pela inversão linear com extensão. 

Note que anomalia gravimétrica recuperada com 
inversão linear com extensão (Figura 8) se ajusta muito 
bem à verdadeira (Figura 4).  

 
Figura 8: Anomalia gravimétrica ajustada pela inversão 

linear com extensão. 

A Figura 9 mostra o resíduo entre a anomalia 
gravimétrica verdadeira (Figura 4) e a anomalia 
gravimétrica ajustada com a inversão linear com 
extensão. 

 
Figura 9: Mapa do resíduo entre a anomalia gravimétrica 

verdadeira e ajustada com a inversão linear com extensão. 

A Figura 10 mostra o histograma da distribuição dos 
resíduos entre as anomalias verdadeira e ajustada com 
a inversão linear com extensão. 

 
Figura 10: Histograma do resíduo entre a anomalia 

gravimétrica verdadeira e ajustada com a inversão linear com 

extensão, com desvio padrão             . 

O histograma da Figura 10 mostra que a distribuição do 
resíduo apresenta forma que se aproxima de uma 
distribuição Gaussiana, que corresponde à distribuição 
do ruído introduzido.  

A Figura 11 mostra, para a inversão linear sem e com 
extensão, as matrizes de Resolução, apresentadas em 
mapas com curvas de contorno com valores 
interpolados para indicar em escala de corres os 
elementos das matrizes. Foram utilizando em ambos 
os casos o mesmo valor para parâmetro de 
regularização do vínculo de suavidade        e um 

fator de extensão   =100 para a inversão linear com 

extensão. Note que as escalas de cores em ambos os 
casos não são iguais, sendo a da inversão linear com 
extensão (Figura 11-b) a que apresenta os maiores 
valores. 

(a)           

(b)          

Figura 11: Matriz Resolução (equação 7) (a) da inversão 

linear sem extensão e (b) da inversão linear com extensão. 
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Note que ambas as matrizes de Resolução na Figura 
11 apresentam os maiores valores na diagonal 
principal, e valores fora da diagonal que se aproximam 
de zero. Mas, a matriz resolução da inversão linear 
com extensão (Figura 11-b) possui o valor de máximo 
de em sua diagonal aproximadamente 8 vezes maior 
que a matriz resolução da inversão linear sem 
extensão (Figura 11-a). 

 

Conclusão 

Caracterizamos que há degeneração numérica da 
matriz sensibilidade ao quadrado que leva a perda da 
Resolução em inversões gravimétricas que utilizem 
esta matriz para estimativas da propriedade física de 
fontes de pequenas dimensões horizontais, e 
apresentamos os resultados não efetivos dessa 
inversão.  

Apresentamos um procedimento de inversão que 
envolve estender horizontalmente o modelo 
interpretativo e que contorna o problema numérico 
envolvendo a matriz sensibilidade ao quadrado. 

Esta metodologia pode ser aplicada ao mapeamento 
da distribuição de contraste de densidade em corpos 
de pequenas dimensões, como em aterros sanitários 
por exemplo. 

Outra possibilidade de aplicação deste novo método é 
o mapeamento geológico de detalhe a partir da 
estimativa da distribuição do contraste de densidade da 
camada superficial. 
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