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Resumo

Apresentamos um novo procedimento de restituicdo da
resolugdo na inversdo gravimétrica linear para o
mapeamento da distribuicdo de densidade de
pequenas fontes, que possibilita novas perspectivas
em aplicagbes de gravimetria, inclusive para estudos
ambientais. Parte da resolugdo que é fisicamente
possivel de ser recuperada pode ser perdida devido a
fendmeno numérico computacional que leva a
estimativas tendenciosas e muito suaves. Esta
condi¢do é numericamente imposta se as dimensdes
horizontais das fontes sdo pequenas. Contornamos
este problema numérico com uma abordagem semi-
heuristica que estende as dimensdes horizontais do
modelo intrepretativo, e posteriormente, corrige as
estimativas. Apresentamos a metodologia para estimar,
via inversao gravimétrica regularizada, a distribuicdo de
contraste de densidade de fontes gravimétricas de
pequenas dimensfes. Com este novo procedimento
obtivemos em testes sintéticos o delineamento de
contatos laterais entre regides de diferentes
densidades, que sO seriam possiveis de se recuperar
com fontes de dimensfes maiores.

Introducéo

A inversdo gravimétrica linear pode ser aplicada com o
objetivo de mapear a distribuicdo de densidade em
subsuperficie, mapear o relevo do embasamento de
bacias sedimentares ou delinear a forma de corpos
intrusivos, mas em todos os casos, as estimativas do
conjunto de parametros do modelo escolhido sao
obtidas a partir dos dados gravimétricos e informacdes
adicionais conhecidas a priori. Esta obtencdo do
modelo geofisico interpretado e a recuperacdo de
detalhes das fontes geoldgicas estdo relacionadas a
resolucdo do problema gravimétrico inverso.

Contudo, diferentes autores tratam de diferentes
aspectos da resolugcdo. BACKUS e GILBERT (1968;
1970), e PARKER (1977) mostraram o0 importante
compromisso entre a resolucdo e estabilidade da
solugdo. Mesmo fazendo uso do método de
regularizagdo (TIKHONOV e ARSENIN, 1977) para a
obtencdo de solugBes Unicas e estaveis em problemas
gravimétricos inversos, a falta de resolucdo pode ser
inevitavel.

Segundo SILVA et al. (2010) é preciso distinguir entre
"resolucdo verdadeira" e "resolucdo demandada". A
primeira € a menor distancia entre duas fontes
geoldgica, ou pontos na distribuicdo da propriedade

fisica, na qual estas fontes podem ser distinguidas

pelos dados geofisicos, enquanto que resolucdo
demandada € a resolucdo que o geofisico espera obter
dos dados. Note que a informagédo a priori introduzida
pelo funcional regularizador (regularizacdo de
TIKHONOV) bem como o peso atribuido
numericamente a regularizagdo (valor atribuido ao
parametro de regularizacdo de TIKHONOV) nédo séo
capazes de simultaneamente aumentar a resolucéo
verdadeira e manter a estabilidade. Presumindo-se
uma determinada funcdo regularizadora e um
determinado peso para esta fungdo podemos obter
uma solugdo Unica e estavel. Porém, um peso pequeno
atribuido a funcao regularizadora aumenta a resolugéo
demandada, mas também aumenta substancialmente a
instabilidade da solugéo estimada. Por outro lado, um
peso grande atribuido a funcdo regularizadora
estabiliza a solugdo, mas reduz a resolucédo
demandada. A instabilidade aparece quando a
resolucdo demandada torna-se maior que a resolugdo
verdadeira o que pode ser interpretado como uma
tentativa de se extrair mais informa¢des dos dados do
que é fisicamente possivel. Portanto a sintonia de um
valor para o parametro de regularizagdo pode levar na
melhor das hipéteses apenas a méaxima resolucédo
fisicamente possivel.

Ocorre que parte dessa resolucéo fisicamente possivel
de ser recuperada pode ser perdida devido a fenbmeno
numérico computacional que leve ao mal
condicionamento da matriz sensibilidade ao quadrado.
Matematicamente a matriz Resolugdo € calculada a
partir da matriz de sensibilidade ao quadrado. Como
abordado por BOTT (1972), se os valores singulares da
matriz sensibilidade ao quadrado se aproximam de
zero ocorre um  empobrecimento de seu
condicionamento (ANDERSEN, 1969), que afeta sua
inversa e leva a estimativas tendenciosas e muito
suaves. Verificamos que este mal condicionamento da
matriz sensibilidade ao quadrado, e a consequente
perda de resolugdo, sdo impostos numericamente se
as dimensdes horizontais das fontes sdo pequenas.

Contornamos este problema numérico com uma
abordagem semi-heuristica que consiste de duas
etapas. Primeiro, estendemos as dimensfes
horizontais do modelo interpretativo utilizado na
inversdo gravimétrica para estimar provisoriamente os
pardmetros, assim ndo ha mal condicionamento da
matriz sensibilidade ao quadrado. No entanto, como o
volume das fontes foi exagerado, o valor da
propriedade fisica € subestimado. Em seguida,
corrigimos a magnitude destes valores subestimados
utilizando o desajuste com a anomalia gravimétrica
observada.

Apresentamos a metodologia para estimar via inversao
gravimétrica regularizada a distribui¢cdo de contraste de
densidade de fontes gravimétricas de pequenas
dimensdes.
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Metodologia

Seja horizontalmente heterogénea a distribuicdo de
densidade de um pacote de aterro depositado sobre
um embasamento de densidade homogénea.
Discretizamos este aterro em uma malha mx X my de
M prismas elementares 3D, verticais e justapostos nas
diregbes horizontais x e y em um sistema destral de
coordenadas em que z € positivo para baixo. O topo
dos prismas coincide com a superficie do aterro e
todos os prismas tém dimensdes horizontais iguais a
dx e dy ao longo das dire¢Bes x e y, respectivamente.

Presumimos que o contraste de densidade (Ap;), entre
um prisma e o embasamento, é constante dentro de
cada um dos M primas, mas pode mudar de um prisma
para o outro a fim de permitir variagdo na distribuicéo
horizontal de densidade do aterro. As espessuras (t;)
dos M prismas sdo conhecidas e representam as
profundidades do embasamento do aterro em M
pontos.

A componente vertical do sinal gravimétrico no i-ésimo
ponto de observacéo (g;), nas coordenadas x;, y; € z;,
esté relacionada ao contraste de densidade do j-ésimo
prisma (Ap;) através da relagéo linear

M
gi = Zfi(APp ti,dx,dy, x;,y;),j = 1,.., M,

J=1 @
sendo a fung&o linear f;(Apj, t;, dx,dy, x;,y;) calculada
no i-ésimo ponto de observagdo para o j-€simo prisma
com centro localizado nas coordenadas horizontais x; e

Yj-

A solucgéo algoritmica da integral que define a funcgéo f;
€ dada por PLOUFF (1976):

2 2
Xk Y1
=00, YD [smartan
ZmBRgim
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~10glFean + 30" Ram + 204

SendO, Rklm = kaz + ylZ + Zmz,
tum = (CDFEDHED™, x1 = (x; — %) — dx/2,
Xp = —x) +dx/2, y1 =i —y) —ady/2, y2= i —
yj)+dy/2,2z, =0ez, =t paraz =0.

O termo g; (equacdo 1) define o i-ésimo elemento do
vetor g° = (g%, ...,g5)", contendo a anomalia tedrica
computada através do modelo interpretativo definido de
modo Unico pelo vetor de parametros
p = (8py, .., 0py)T, € 0 sobrescrito T representa
transposicao.

Por simplicidade, presumimos que os dados
gravimétricos observados sdo interpolados em uma
malha regular mx X my com espacamentos dx e dy
ao longo das dire¢des x e y, respectivamente, e que a
posi¢do horizontal do centro de cada prisma coincide
com um ponto de observagéo (Figura 1).

N

embasamento
pacote com detritos

Figura 1: Modelo interpretativo sem extensdo — Parte
inferior — Pacote de aterro discretizado por uma malha
mx X my de M prismas 3D, de dimensdes horizontais dx e
dy, justapostos ao longo das direcBes x e y, respectivamente;
Parte superior — Malha regularmente espagada com as
posicBes das observagdes; Detalhe a direta — Contribuicdo
gravimétrica do j-ésimo prisma na observacéo g; posicionada
sobre o centro do j-ésimo prisma.

A invers@o gravimétrica consiste em estimar, a partir de
g°, o vetor de parametros p contendo a distribui¢éo do
contraste de densidade Ap; dos M prismas que
compde o modelo interpretativo. Estes contrastes de
densidade estéo relacionados aos dados gravimétricos
através da relagdo linear dada pela equagdo 1. O
problema inverso linear de estimar p a partir dos dados
gravimétricos pode ser formulado, apenas utilizando-se
minimos quadrados, segundo MEDEIROS e SILVA
(1996), como:

p=("4)""ATg". 3)

em que, A é a matriz sensibilidade, cujo ij-ésimo
elemento é definido como:

2 2

2
af; 2 2 z : XYL
A=3q;:t =—= [Z arctan —:
{ Lj} apj Y Hkim | Zm Zo Ritms

k=11=1m=1

— log[(Rm + Y1) (R + x1)7¥] @
Note que se os termos x; e y, tenderem a zero, o
resultado do logaritmo natural tende a zero, e que isso
ocorre se dx e dy tenderem a zero.

O problema inverso linear de estimar um vetor p
apenas utilizando a equagdo 2 € mal posto
apresentando solucdo sem estabilidade. Assim, para
transformar esse problema mal posto em outro bem
posto usualmente um funcional regularizador é
introduzido. Como presumimos que a distribuicdo
horizontal do contraste de densidade é
predominantemente suave, a0 menos em uma mesma
regido, incorporamos esta informacéo a priori através
da regularizagdo conhecida como  suavidade
(regularizador Tikhonov de primeira ordem, TIKHONOV
e ARSENI, 1977). Esta técnica impde que a estimativa
de cada parametro Ap; (contraste de densidade do j-
ésimo prisma) se aproxime da estimativa dos
parametros adjacentes. Segundo MEDEIROS e SILVA
(1996) o estimador regularizado com o funcional de
suavidade é dado por:

p=(ATA+uB"B) AT g°, )

que u é um escalar ndo negativo denominado de
parametro de regularizacdo, B é uma matriz LxM
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representando o operador discreto de primeiras
derivadas horizontais (TWOMEY, 1963), e L é o
numero total de pares de parametros adjacentes. A i-
ésima linha da matriz B contém somente dois
elementos ndo nulos, 1 e —1, que estdo associados ao
i-ésimo par de parametros adjacentes.

A matriz pseudo- inversa H, é definida por

H=(ATA)'AT, ou por H = (ATA+ uB"B)~1AT, )

se € utilizada, respectivamente, a inversdo descrita
pela equagdo 3 ou pela equagdo 5. Em ambos os
casos, a Matriz Resolucdo (R), segundo BACKUS E
GILBERT (1970), fica definida por

R = HA. @
Note que a realizacdo da inversdo descrita pela
equacdo 3 implica na igualdade da matriz Resolucéo
com a matriz Identidade (R = I). No entanto, quando as
fontes prisméaticas tém dimens®@es horizontais (dx e dy)
pequenas isso ndo ocorre devido a uma degeneracao
numérica da matriz ATA. Decompondo em valores
singulares as matrizes A4 e ATA temos que A = USVT e
ATA = US?V". Fica claro que se os valores singulares
forem proximos de zero, seu quadrado sera ainda mais
proximo de zero. Quando as dimensdes horizontais das
fontes prisméticas (dx e dy) sdo suficientemente
grandes o termo relacionado com a funcgao logaritmica
natural da equagdo 4 leva a valores singulares
grandes, por garantir uma soma aos elementos da
diagonal da matriz Sensibilidade (4). Por outo lado se
dx e dy tendem a zero a matriz ATA ser torna mal
condicionada (ANDERSEN 1969) e terd valores
singulares proximos a zero. Adicionalmente, embora
todos o0s elementos da matriz ATA sejam
numericamente proximos de zero, relativamente os
elementos da diagonal sdo muito maiores que os
elementos fora da diagonal. Isto implica em uma
simultanea suavidade e tendenciosidade ao vetor de
parametros estimados (p).

A fim de superar esta dificuldade numérica imposta as
inversdbes que envolvam ATA, propomos um
procedimento de inversdo que temporariamente
modifica as dimensdes do modelo interpretativo, estima
0os contrastes de densidade provisérios, e os corrige
em uma etapa final. Multiplicamos por um fator ¢ as
dimensdes horizontais dos prismas, dx e dy, e 0s
espacamentos horizontais entre as observagfes
gravimétricas (g;) produzindo assim um novo modelo
interpretativo horizontalmente estendido. Aplicamos a
inversdo gravimétrica regularizada (equag¢do 5), no
vetor de observagdes gravimétricas (g°) mas com
espacamento estendido entre as observacgdes, para
estimar um vetor de parametros provisorio p contendo
as M estimativas provisorias de contraste de densidade
(Ap;) deste novo modelo interpretativo estendido. Com
este procedimento o0s parametros Ap; sdo
subestimados pela inversdo como consequéncia do
superdimensionamento do volume do modelo
interpretativo estendido. No entanto, este procedimento
é efetivo para localizar contatos, mapeando no pacote
de aterro regides lateralmente dispostas com diferentes
contrastes de densidade. E possivel recuperar a
magnitude verdadeira dos valores da distribuicdo do
contraste de densidade estimados multiplicando cada
elemento do vetor de contraste de densidade provisério

(P;) por um escalar (a;), que funciona como fator de
correcgéo.

Ao calcularmos a anomalia gravimétrica produzida com
o0 modelo interpretativo original, mas com a distribui¢cdo
de densidade subestimada p, obtemos uma anomalia
gravimétrica (g€) a qual apresenta forma aproximada a
da anomalia gravimétrica observada (g°), mas
amplitude inferior. Para a corre¢éo de p calculamos um
fator de correcdo (fc;) para cada i-ésimo contraste de
densidade subestimado (p;) pela razéo entre a i-ésima
anomalia gravimétrica verdadeira (goi) e a i-ésima
anomalia gravimétrica ajustada (gf):
_lg?l

|5¢] ®)
Finalmente, para obtermos o i-ésimo elemento do vetor
de parametros estimado definitivo p;, multiplicamos o

i-ésimo elemento do vetor de paradmetros estimado
provisorio §'; pelo i-ésimo fator de corre¢do «;,

a;

pi=Pi a;

©)

Resultados

Aterro simulado
Simulamos um aterro em que o pacote heterogéneo
cobre um embasamento homogéneo com arcabougo
estrutural complexo caracterizado por trés baixos. A
Figura 2 mostra o mapa de contorno e a vista em
perspectiva do relevo verdadeiro do embasamento do
aterro simulado. Este aterro estende-se por 130 m e
160 m ao longo das dire¢des x e y (norte-sul e leste-
oeste) respectivamente, sendo composto por 26 x 32
prismas com dimensfes horizontais dx e dy de 5m,
todos com topo em z; = 0,0 m. A espessura de cada
prisma (t;) € obtida na coordenada horizontal x;, y;, do
centro do j-ésimo prisma, pela profundidade verdadeira
do embasamento (Figura 2) nas mesmas coordenadas.

Figura 2: Mapa de contorno e vista em perspectiva do relevo
verdadeiro do aterro simulado.

Simulamos uma distribuicdo horizontal do contraste de
densidade, entre o embasamento e cada um dos
prismas (Ap;) que compdem o aterro, dividida em trés
regides distintas (Figura 3), regides |, Il e Ill, sendo a |
a regido com menor contraste de densidade.
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Figura 3: Mapa da distribuicdo do contraste de densidade
para o aterro simulado.

A Figura 4 mostra a anomalia gravimétrica,
contaminada com ruido, produzida pelo modelo
simulado, com relevo do embasamento mostrado na
Figura 2 e a distribuicdo do contraste de densidade
mostrado na Figura 3. A anomalia gravimétrica tedrica
(equacdo 1) foi avaliada nas mesmas coordenadas
horizontais dos centros dos prismas, no plano
horizontal z,=0,5 m, e corrompida por ruido através de
realizagbes de uma varidvel pseudo-aleatéria
Gaussiana com média nula e desvio padrao de 0,1
mGal.

042

04
008
006

004 4

coordenada x em (km)

006 008 01 042 044
coordenada x em (ki)

Figura 4: Anomalia gravimétrica do aterro simulado
contaminada com ruido pseudoaleatdrio de 0.01 mGal.

Inverséo

Inversdo sem procedimento de extensdo
A Figura 5 mostra o mapa da distribuicdo do contraste
de densidade estimado via inversdo linear (equagéo 5)
com parametro de regularizacgéo (u) de 10~7 e modelo
interpretativo sem extensao.
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Figura 5: Mapa da estimativa do contraste de densidade via
inversdo linear sem extensdo com pardmetro de regularizacdo
(w) iguala1.1077.

Note que a distribuicdo do contraste de densidade
difere da verdadeira em dois aspectos, quanto a forma
e quanto a amplitude. Note também que ha uma
intensa suavidade imposta a estimativa

A Figura 6 mostra a anomalia gravimétrica ajustada
pela inversdo linear sem extensao.
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Figura 6: Anomalia gravimétrica ajustada pela inversdo
linear sem extenséo.

ooz oo4

Note que anomalia gravimétrica recuperada com
inversdo linear sem extenséo (Figura 6) ndo se ajusta a
verdadeira nem quanto a forma nem quanto a
intensidade (Figura 4).

Inversdo com procedimento de extensao
A Figura 7 mostra 0 mapa da distribuicdo do contraste
de densidade estimado via inversao linear (equacgéo 5)
com parametro de regularizagdo (u) de 10~7 utilizando-
se o procedimento de extensdo, com fator de extensdo
¢=100.

VI Simpdsio Brasileiro de Geofisica



INCLUIR NOME DOS AUTORES (MAXIMO DE 50 LETRAS. FONTE: ARIAL, 9) S

Coordenada em ™ (km)

0.0z 004 D .06 ong

Coordenada em X km)

Figura 7: Mapa da estimativa do contraste de densidade via
inversdo linear com extensdo com parametro de regularizacdo

(u) igual a1.1077 e fator de extensdo ¢ =100.

Note que utilizando & inversdo linear com extenséo a
distribuicdo do contraste de densidade verdadeiro &
muito bem recuperada.

A Figura 8 mostra a anomalia gravimétrica ajustada
pela inverséo linear com extensao.

Note que anomalia gravimétrica recuperada com
inversédo linear com extenséo (Figura 8) se ajusta muito
bem & verdadeira (Figura 4).
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Figura 8: Anomalia gravimétrica ajustada pela inversao
linear com extenséo.

A Figura 9 mostra o residuo entre a anomalia
gravimétrica verdadeira (Figura 4) e a anomalia
gravimétrica ajustada com a inversdo linear com
extenséo.
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Figura 9: Mapa do residuo entre a anomalia gravimétrica
verdadeira e ajustada com a inversdo linear com extensdo.

A Figura 10 mostra o histograma da distribuicdo dos
residuos entre as anomalias verdadeira e ajustada com
a inversao linear com extensao.
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Figura 10: Histograma do residuo entre a anomalia

gravimétrica verdadeira e ajustada com a inversdo linear com

extensdo, com desvio padrdo o = +8.76 1073,

O histograma da Figura 10 mostra que a distribuicdo do
residuo apresenta forma que se aproxima de uma
distribuicdo Gaussiana, que corresponde a distribuicéo
do ruido introduzido.

A Figura 11 mostra, para a inversao linear sem e com
extensdo, as matrizes de Resolugdo, apresentadas em
mapas com curvas de contorno com valores
interpolados para indicar em escala de corres os
elementos das matrizes. Foram utilizando em ambos
0S casos O mesmo valor para parametro de
regularizagéo do vinculo de suavidade u = 1077 e um
fator de extensdo ¢ =100 para a inverséo linear com
extensdo. Note que as escalas de cores em ambos 0s
casos ndo sao iguais, sendo a da inversdo linear com
extensao (Figura 11-b) a que apresenta 0s maiores
valores.

@)

(b)

Figura 11: Matriz Resolugdo (equagdo 7) (a) da inversdo
linear sem extensdo e (b) da inversao linear com extensao.
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Note que ambas as matrizes de Resolu¢do na Figura
11 apresentam o0s maiores valores na diagonal
principal, e valores fora da diagonal que se aproximam
de zero. Mas, a matriz resolucdo da inversdo linear
com extensdo (Figura 11-b) possui o valor de maximo
de em sua diagonal aproximadamente 8 vezes maior
que a matriz resolugdo da inversdo linear sem
extensao (Figura 11-a).

Concluséo

Caracterizamos que ha degeneragdo numérica da
matriz sensibilidade ao quadrado que leva a perda da
Resolucdo em inversGes gravimétricas que utilizem
esta matriz para estimativas da propriedade fisica de
fontes de pequenas dimensBes horizontais, e
apresentamos o0s resultados ndo efetivos dessa
inverséo.

Apresentamos um procedimento de inversdo que
envolve  estender horizontalmente o  modelo
interpretativo e que contorna o problema numérico
envolvendo a matriz sensibilidade ao quadrado.

Esta metodologia pode ser aplicada ao mapeamento
da distribuicdo de contraste de densidade em corpos
de pequenas dimensdes, como em aterros sanitarios
por exemplo.

Outra possibilidade de aplicacdo deste novo método é
0 mapeamento geolégico de detalhe a partir da
estimativa da distribuicdo do contraste de densidade da
camada superficial.
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