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RESUMO

Apresentamos um avanço para o método de inversão
gravimétrica 3D denominado �planting anomalous den-
sities�. Este método estima uma distribuição de con-
traste de densidade de�nida em uma malha de prismas
retangulares retos. Para encontrar a solução do proble-
ma inverso, o método utiliza um algoritmo de busca
sistemática que faz a solução crescer, um prisma de
cada vez, entorno de prismas com contrastes de densi-
dade conhecidos (denominados �sementes�). A solução
é restringida a estar concentrada em torno das sementes
além de ter contrastes de densidade iguais aos das se-
mentes. Desta forma, informação a priori geológica e
geofísica é incorporada no problema inverso através das
sementes. No entanto, isto leva a uma forte dependên-
cia da solução na escolha correta da quantidade, locali-
zação e contraste de densidade das sementes. O avanço
aqui apresentado a este método consiste da utilização
da função do ajuste �shape-of-anomaly� em conjunto
com a função do ajuste convencional (norma `2 dos resí-
duos). Esta função shape-of-anomaly mede a diferença
de forma entre o dado observado e o dado predito e é
insensível a diferenças de amplitude. Testes com dados
sintéticos e reais mostram que o método aprimorado é
mais robusto com relação ao número de sementes uti-
lizadas e suas localizações, além de obter um melhor
ajuste aos dados observados.

INTRODUÇÃO

Métodos para a inversão 3D de dados de campos po-
tenciais podem ser divididos em duas principais catego-
rias: aqueles que estimam valores de propriedades físi-
cas (e.g., densidade) e aqueles que estimam a forma
das fontes, dados os valores de suas propriedades físi-
cas. Exemplos de métodos que estimam valores de
propriedades físicas são Bear (1995), Li e Oldenburg
(1998) e Portniaguine e Zhdanov (1999). A catego-

ria de métodos que estimam a forma das fontes pode
ser dividida em métodos não lineares e métodos linea-
res. Métodos não lineares geralmente parametrizam a
forma das fontes utilizando prismas com seção horizon-
tal poligonal (e.g., Murthy e Swamy, 1996; Oliveira Jr
et al., 2011) ou poliedros (e.g., Wildman e Gazonas,
2009). Já os métodos lineares parametrizam a subsu-
perfície utilizando prismas retangulares retos (e.g., Ca-
macho et al., 2000; Krahenbuhl e Li, 2006; Silva Dias et
al., 2009, 2011; Uieda e Barbosa, 2012b). O método de
Uieda e Barbosa (2012b) utiliza um algoritmo de busca
sistemática para fazer �crescer� a solução no entorno
de prismas especi�cados pelo usuário denominados �se-
mentes�. Este método é baseado no método 2D de René
(1986) e utiliza a função regularizadora de Silva Dias et
al. (2009) para impor a compacidade da solução. O
método é computacionalmente e�ciente devido a imple-
mentação de uma �avaliação preguiçosa� (Henderson e
Morris, 1976) da matriz de sensibilidade. No entanto, a
qualidade da solução depende do número de sementes
utilizadas e da escolha correta de suas posições e con-
trastes de densidade. Apresentamos um avanço para o
método de Uieda e Barbosa (2012b) que utiliza a função
�shape-of-anomaly� de René (1986) junto com a função
do ajuste convencional (norma `2 dos resíduos). Testes
com dados sintéticos e reais mostram que o método
aprimorado é mais robusto com relação ao número de
sementes utilizadas e suas localizações.

METODOLOGIA

Supomos que haja Nc tipos de observações disponíveis
(e.g., a componente vertical da atração gravitacional
e/ou alguma combinação das componentes do tensor
gradiente da gravidade). Seja g k, k = 1, . . . , Nc, um
vetor com L observações de um destes tipos de dados.
Presumimos que g k é causado por uma distribuição de
densidades anômala em subsuperfície. Discretizamos a
subsuperfície em um modelo interpretativo composto de
M prismas retangulares retos justapostos com densi-
dades homogêneas. Segue que g k pode ser aproximado
pela soma da contribuição de cada prisma. Em notação
matricial,

d k = Ak p, (1)

em que d k, k = 1, . . . , Nc, é o vetor L-dimensional de
dados preditos, p é o vetor M -dimensional de parâme-
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tros cujo j-ésimo elemento é a densidade do j-ésimo
prisma e Ak, k = 1, . . . , Nc, é a matriz L × M de
sensibilidade. Os elementos da matriz de sensibilidade
podem ser calculados utilizando as formulas de Nagy et
al. (2000).

O desajuste entre g k e d k pode ser quanti�cado através
da norma `2 dos resíduos normalizada

φk(p) =

√√√√√√√√
L∑

i=1

(
g k
i − d k

i

)2
L∑

i=1

(
g k
i

)2 . (2)

Outra medida deste desajuste é a função �shape-of-
anomaly� de René (1986)

ψ k(p) =

√√√√ L∑
i=1

(
α kg k

i − d k
i

)2
, (3)

em que α k, k = 1, . . . , Nc, é um fator de escala. A
função shape-of-anomaly quanti�ca somente a diferença
de forma entre os dados observados e preditos. Se os
dois dados tiverem a mesma forma, a diferença entre
eles será somente um fator de escala α k. Portanto, o
valor ótimo para α k é o que minimiza ψ k (equação 3)
(René, 1986). Dado um vetor de dados preditos d k

(equação 1), o valor de α k é calculado derivando ψ k

em relação a α k e igualando o resultado a zero, i.e.,

∂ψ k

∂α k
=

α k
L∑

i=1

(
g k
i

)2
+

L∑
i=1

g k
i d

k
i√

L∑
i=1

(
α kg k

i − d k
i

)2 = 0 . (4)

Logo, antes de avaliar a função ψ k (equação 3), α k

deve ser calculado utilizando (René, 1986)

α k =

L∑
i=1

g k
i d

k
i

L∑
i=1

(
g k
i

)2 . (5)

De�nimos a função total do ajuste como a soma das
funções do ajuste (equação 2) para cada tipo de dado
disponível, i.e.,

Φ(p) =

Nc∑
k=1

φk(p), (6)

e a função total shape-of-anomaly como

Ψ(p) =

Nc∑
k=1

ψ k(p). (7)

A seguir, seguimos a metodologia de Uieda e Barbosa
(2012b), na qual a solução é construída iterativamente
através da acreção de prismas a sementes especi�cadas
pelo usuário. Estas sementes são prismas do modelo in-
terpretativo com contrastes de densidade conhecidos.

Antes de iniciar o processo iterativo de crescimento, to-
dos os elementos do vetor de parâmetros p são igualados
a zero. Em seguida, os elementos de p que correspon-
dem às sementes recebem os contrastes de densidade
das respectivas sementes (Figura 1a). Começa, então,
o processo de crescimento iterativo. Uma iteração deste
processo consiste em tentar crescer, uma de cada vez,
cada uma das Ns sementes (Figura 1b). Uma semente
cresce através da acreção de um dos prismas em sua
vizinhança (i.e., prismas que compartilham uma face).
De�nimos a acreção de um prisma como a mudança de
seu contraste de densidade de zero para o contraste de
densidade da semente que está sofrendo a acreção. Para
ser escolhido para a acreção, um prisma da vizinhança
da semente deve satisfazer dois critérios:

1. A acreção de um prisma deve diminuir o valor
da função total do ajuste Φ(p) (equação 6) e
satisfazer à condição

|Φ(new) − Φ(old)|
Φ(old)

≥ δ, (8)

em que Φ(new) é o valor de Φ(p) avaliado com o
prisma incluído na estimativa, Φ(old) é valor ante-
rior de Φ(p) e δ é uma constate positiva pequena
que controla o quanto a estimativa é capaz de
crescer.

2. A acreção de um prisma deve produzir o menor
valor da função objetivo Γ(p) dentre todos os
outros prismas que satisfaçam o primeiro critério.
Diferente de Uieda e Barbosa (2012b), de�nimos
a função objetivo como

Γ(p) = Ψ(p) + µθ(p), (9)

em que Ψ(p) é a função total shape-of-anomaly
(equação 7), µ é um parâmetro de regularização
e θ(p) é a função regularizadora de Uieda e Bar-
bosa (2012b)

θ(p) =
1

f

M∑
j=1

pj
pj + ε

lj , (10)

em que pj , j = 1, . . . ,M , é o j-ésimo elemento
do vetor de parâmetros p, ε é uma constante po-
sitiva pequena, lj é a distância entre o j-ésimo

V Simpósio Brasileiro de Geofísica



INVERSÃO 3D �SHAPE-OF-ANOMALY� 3

prisma e a semente que sofreu a acreção deste
prisma e f é um fator de escala igual ao tamanho
médio do modelo interpretativo. Na prática, ε
não é necessário pois podemos simplesmente so-
mar lj ou zero ao avaliarmos a função regulariza-
dora.

Caso nenhum dos prismas na vizinhança da semente
satisfaça estes critérios, a semente não cresce durante
esta iteração. O processo de crescimento continua en-
quanto ao menos uma semente seja capaz de crescer
(Figura 1c). Uieda e Barbosa (2012a) apresentam uma
animação do processo de crescimento durante a inver-
são de dados sintéticos utilizando o método de Uieda e
Barbosa (2012b).

Enfatizamos que as matrizes de sensibilidade Ak com-
pletas não são necessárias em momento algum du-
rante o processo de crescimento. Portanto, a �avali-
ação preguiçosa� das matrizes de sensibilidade proposta
por Uieda e Barbosa (2012b) ainda é possível em nosso
algoritmo aprimorado. Isto torna a inversão rápida e
e�ciente em termos de memória computacional.

Para maior clareza, o algoritmo de �plantio de anomalias
de densidade� aprimorado aqui proposto será denomi-
nado �algoritmo de plantio com shape-of-anomaly�.
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Figura 1: Representação esquemática 2D de três eta-
pas do algoritmo de plantio de anomalias de densidade.
Nos painéis superiores, os pontos pretos representam os
dados observados e as linhas vermelhas representam os
dados preditos produzidos pela estimativa atual. Nos
painéis inferiores, a malha de prismas cinza claro re-
presenta o modelo interpretativo, os prismas coloridos
representam a estimativa atual e os contornos colori-
dos representam os prismas na vizinhança da estima-
tiva atual. (a) Estado inicial com as sementes especi-
�cadas pelo usuário incluídas na estimativa com seus
respectivos contrastes de densidade e todos os outros
parâmetros iguais a zero. (b) Fim da primeira iteração
de crescimento durante a qual ocorreram duas acreções,
uma para cada semente. Os prismas na vizinhança de
cada semente e os dados preditos foram atualizados.
(c) Estimativa �nal no �nal do algoritmo. Fonte Uieda
e Barbosa (2012b).

APLICAÇÃO A DADOS SINTÉTICOS

Testamos as vantagens do algoritmo de plantio com
shape-of-anomaly com relação ao método de Uieda e
Barbosa (2012b) utilizando dados sintéticos da compo-
nente gzz do tensor gradiente da gravidade contami-
nados com ruido (Figura 2a-b). Os dados sintéticos
são produzidos por um corpo prismático alongado com
contraste de densidade 1.0 g/cm

3 (contorno preto na
Figura 2c-d). O conjunto de dados contem 400 obser-
vações dispostas em uma malha regular a 150 metros
de altitude e foram contaminados com ruido gaussiano
pseudo-aleatório com média zero e desvio padrão de 2
Eötvös. Aplicamos ambos métodos neste conjunto de
dados utilizando um modelo interpretativo composto de
50.000 prismas. Para que os resultados sejam adequa-
dos, o método de Uieda e Barbosa (2012b) requer o
uso de diversas sementes localizadas ao longo do strike
da fonte. No entanto, utilizamos somente uma semente
(círculo branco na Figura 2a-b) em ambas inversões. A
profundidade desta semente é 700 metros (centro do
corpo simulado) para o método de Uieda e Barbosa
(2012b) e 300 metros (topo do corpo simulado) para
o algoritmo de plantio com shape-of-anomaly. Estes va-
lores foram os que geraram os melhores resultados para
ambos os métodos. Utilizamos valores de µ = 105 para
Uieda e Barbosa (2012b), µ = 0.2 para o shape-of-
anomaly e δ = 0.0005 para ambos os métodos.

A Figura 2c-d mostra a distribuição de contrastes de
densidade estimada utilizando cada método. Como era
esperado, o método de Uieda e Barbosa (2012b) não é
capaz de recuperar a forma correta da fonte verdadeira
utilizando somente uma semente. Além disso, a estima-
tiva (Figura 2c) não é completamente compacta e os
dados preditos ajustam razoavelmente os dados sintéti-
cos (Figura 2a). Contrariamente, o algoritmo de plan-
tio com shape-of-anomaly estima uma distribuição de
contrastes de densidade (Figura 2d) que não somente
recupera a geometria da fonte verdadeira, mas também
é compacta e produz um melhor ajuste aos dados.

APLICAÇÃO A DADOS REAIS

Quadrilátero Ferrífero

Aplicamos o algoritmo de plantio com shape-of-anomaly
a dados gradiométricos do Quadrilátero Ferrífero, Brasil.
Utilizamos dados das componentes gyz e gzz na inver-
são (Figura 3a) e assumimos um contraste de densidade
1.0 g/cm

3 entre o minério de ferro e a rocha encaixante
(Carlos et al., 2011; Uieda e Barbosa, 2012b). O con-
junto de dados contem um total de 9164 observações.
O modelo interpretativo é composto de 310.500 pris-
mas que acompanham a topogra�a da área. Utilizamos
cinco sementes (círculos brancos na Figura 3a) na in-
versão, em contraste com as 46 sementes utilizadas
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Figura 2: Aplicação a dados sintéticos. (a-b) Dados sin-
téticos (mapa de cores) e dados preditos (linhas de con-
torno pretas) da componente gzz. Os círculos brancos
mostram a localização horizontal das sementes. (c-d)
Distribuições de contrastes de densidade estimadas. a
e c foram produzidos pelo método de Uieda e Barbosa
(2012b) e b e d pelo algoritmo de plantio com shape-
of-anomaly. Prismas vermelhos possuem contraste de
densidade 1.0 g/cm

3. Prismas com contraste de densi-
dade 0 g/cm

3 foram omitidos. O contorno prismático
preto em c e d é o contorno da fonte verdadeira.

por Uieda e Barbosa (2012b). Utilizamos µ = 0.1 e
δ = 0.0001. A Figura 3b mostra a distribuição de con-
trastes de densidade estimada. Esta estimativa con�rma
que os corpos geológicos são �nos, compactos e alonga-
dos na direção sudoeste-nordeste. Estes resultados estão
de acordo com as interpretações anteriores de Martinez
et al. (2010), Carlos et al. (2011) e Uieda e Barbosa
(2012b). A estimativa atual é, no entanto, mais com-
pacta que as estimativas anteriores, particularmente na
região sul. A Figura 3a mostra o ajuste entre os dados
observados e preditos. Note que os dados preditos ajus-
tam a feição alongada na direção sudoeste-nordeste que
é associada aos depósitos de minério de ferro.

Granito Redenção

O granito Redenção está localizado no Cráton Amazô-
nico, norte do Brasil. A Figura 4a mostra a anoma-
lia Bouguer residual e o contorno da parte a�orante
do granito (linha vermelha). Aplicamos o algoritmo de
plantio com shape-of-anomaly ao conjunto de 400 ob-
servações dispostas numa malha regular. O modelo in-
terpretativo é composto de 215.040 prismas justapostos
com dimensões de aproximadamente 992× 1163× 166
metros. Utilizamos somente uma semente na inversão
(círculo branco na Figura 4a) localizada a uma pro-
fundidade de 3 km e com contraste de densidade de
−0.09 g/cm

3 (Oliveira et al., 2008). Utilizamos µ = 0.5
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Figura 3: Aplicação a dados gradiométricos do
Quadrilátero Ferrífero, Brasil. (a) Dados observados
(mapa de cores) e preditos (linhas de contorno pretas)
das componentes gyz e gzz. Círculos brancos mostram
a localização horizontal das cinco sementes utilizadas
na inversão. (b) Distribuição de contraste de densidade
estimada. Prismas vermelhos possuem contraste de den-
sidade 1.0 g/cm

3. Prismas com contraste de densidade
0 g/cm

3 foram omitidos.

e δ = 5 × 10−5. A distribuição de contraste de densi-
dade estimada (Figura 4b-c) é compacta e possui uma
parte a�orante que concorda com a informação geoló-
gica disponível (linha vermelha). O granito estimado
possui uma forma achatada e espessura de aproximada-
mente 6 km, o que concorda com interpretações anteri-
ores de Silva Dias et al. (2007) e Oliveira et al. (2008).

CONCLUSÕES

Apresentamos um avanço para o método de inversão
3D através do plantio de anomalias de densidade. Este
método utiliza um algoritmo iterativo que constrói a
solução do problema inverso através da acreção de pris-
mas entorno de �sementes� especi�cadas pelo usuário.
Nosso avanço consiste em modi�car a função objetivo,
trocando a função do ajuste de norma `2 pela função do
ajuste �shape-of-anomaly�. A função shape-of-anomaly
mede a diferença de forma entre os dados observados e
preditos, desconsiderando diferenças de amplitude. Esta
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Figura 4: Aplicação a dados de anomalia Bouguer do
granito Redenção, Brasil. (a) Dados observados (mapa
de cores) e preditos (linhas de contorno pretas). O cír-
culo branco mostra a localização horizontal da única
semente utilizada na inversão. (b-c) Distribuição de
contraste de densidade estimada. Prismas azuis pos-
suem contraste de densidade −0.09 g/cm

3. Prismas
com contraste de densidade 0 g/cm

3 foram omitidos.
A linha vermelha em a-c representa a parte a�orante do
pluton segundo a informação geológica disponível.

troca resulta em um melhor ajuste dos dados observados
e um aumento na robustez do método com relação ao
número de sementes utilizadas e a escolha de suas pro-
fundidades. Estas melhorias levam a um melhor delinea-
mento de fontes alongadas quando uma única semente
é utilizada. Testes com dados sintéticos e reais mostram
a melhor performance de nosso método aprimorado para
recuperar corpos geológicos compactos.
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