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ABSTRACT

This paper presents our solution to the problem of mo-
deling magnetotelluric data in 2D environments with ar-
bitrary anisotropy on the conductivity. By arbitrary it is
meant that the main anisotropy axes can assume any
direction in relation to the reference frame in which the
data are measured. The models have 2D bodies within a
layered earth, any of these parts may present anisotropy.
The numerical method used here is the finite element
method. The problem is formulated as a 2D differen-
tial equation on the so called secondary field, which is
the difference between the total field in each point and
the 1D layered model response, called primary field. As
the secondary field can be orders of magnitude smaller
than the primary field, this separation allows for better
numerical stability in the solutions.

INTRODUCAO

Desde a década de 50, quando as bases do método MT
foram desenvolvidas (Cagniard, 1953; Tikhonov, 1950)
muitos trabalhos tém contribuido para seu desenvolvi-
mento tedrico. Um aspecto importante incorporado aos
trabalhos tedricos sobre o MT a partir da década de 60
foi a anisotropia e seus efeitos, uma vez que este fend-
meno é verificado em muitos ambientes terrestres (Eisel
e Haak, 1999). Segundo Mareschal e Bailey (1995);
Eisel e Haak (1999), a anisotropia na condutividade
elétrica € um fator intimamente ligado aos conjuntos
tectdnicos e aos aspectos evolucionarios das estruturas
geoldgicas da terra; como o método MT é baseado na
medic3o da resistividade dos solos, € essencial entender a
implicacdo nessas medidas. As primeiras formula¢des do
MT tratavam de modelos 1D em camadas isotrépicas.
Nas primeiras aplicacbes para modelos com anisotropia
os modelos representavam casos muito especificos, e até
meados da década de 70 todos os trabalhos tratavam de
casos unidimensionais, como pode-se verificar nos tra-
balhos de, Mann (1988), O'Brien e Morrison (1967),

Rankin e Reddy (1969), Praus e Petr (1969), Chetaev
(1960), Sinha (1969), Reddy e Rankin (1971), Abramo-
vici (1974). Abramovici e Shoham (1977) fizeram as
primeiras tentativas de inverter os dados MT 1D, Pek e
Santos (2001) fizeram a inversdo de dados MT 1D ba-
seados na formulacdo de Abramovici, para a anisotropia
arbitraria, tal formulag3o pode ser vista em Pek e Santos
(2001, 2002, 2006). Com o avango das técnicas com-
putacionais os modelos bi e tridimensionais tornaram-se
possiveis, e as solucdes numéricas via técnica dos Ele-
mentos Finitos (EF), Diferencas Finitas (DF), Equacio
Integral (El) comecaram a ganhar for¢a neste cenario; e
os modelos MT cada vez mais realistas. As investiga-
¢cdes de modelos anisotrépicos 2D iniciaram com Reddy
e Rankin (1975), que apresentaram um algoritmo via
EF para um modelo de camadas com anisotropia hori-
zontal. PEK e VERNER (1997) e Weidelt (1996 apud
Li (2002)), modelaram, via técnica de DF, respostas
MT de estruturas bi e tridimensionais, respectivamente,
considerando anisotropia arbitraria. Li (2002) modelou,
via EF, o MT 2D com anisotropia arbitraria e depois,
em parceria com Pek (lip), modelou com o uso de ma-
lhas n3o estruturadas, comprovam que a formulacdo 2D
via Elementos Finitos & uma ferramenta mais adequada
que o método numérico das Diferencas Finitas para os
problemas de MT em superficies irregulares.

A formulacdo dos trabalhos citados é diretamente calcu-
lada no campo total. O objetivo deste trabalho é incor-
porar na literatura a solu¢do do problema MT 2D com
anisotropia para uma formulagdo que separa o campo
resultante em duas partes, primaria e secundaria. Tal
formula¢do n3o é encontrada na literatura, apesar desta
técnica ser bem conhecida entre os autores. Ainda que
teoricamente, desatrelar do campo total a contribui-
¢30 advinda especificamente das camadas do meio, sem
qualquer corpo em seu interior, e verificar se tal for-
mulacdo pode contribuir com os resultados até entdo
calculados através da comparacdo com o cédigo de lip.
No entando, neste trabalho apresentaremos apenas a
formulacdo que considera tal separacdo do campo total,
usando a técnica dos EFs.

DESENVOLVIMENTO DA TEORIA

O campo MT para modelos bidimensionais apresenta to-
das as suas componentes acopladas devido a anisotropia
na condutividade. Tal pardmetro, representado por &,
é dado da seguinte forma no sistema de referéncia do

V Simpésio Brasileiro de Geofisica



MODELAGEM DO MT 2D COM ANISOTROPIA ARBITRARIA 2

problema ( ver Fig. 1):
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E através da transformacdo & = RT ¢’ R, é relacionado
a seus eixos principais (Pek e Santos, 2001), sendo R a
matriz rotacdo e ¢’/ a matriz no sistema principal.
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Figura 1: Modelo 2D, com anisotropia nas camadas e
no corpo. O sistema de referéncia é destrégiro, com a
direcdo positiva do eixo-z apontando para dentro das
camadas, posicionado na primeira interface, com a ori-
gem no centro do desenho. A dimens3o y do corpo é
considerada infinita para a formulag¢io 2D.

Na Fig. 1, desconsiderando o corpo, o campo resultante
é a interacdo do campo MT com as estratificacdes do
meio, que constitui o modelo priméario. Sem essa restri-
¢30, o campo gerado é resultado da interacdo do campo
com o conjunto, estratificacdes e heterogeneidade, que
é o modelo secundario, gerando o campo total. Teori-
camente, é possivel fazer a diferenca entre as quantida-
des vetoriais, campo primario e total. O resultado desta
operacdo sera chamado de campo secundario. Portanto,
escreveremos o campo total elétrico e magnético da se-
guinte forma:

E=E’+E° ¢ H=H? + H". (2)

E as aplicaremos nas equacdes de Maxwell, obtendo:
V x E® +3;H® = —A3;HP, (3)
V x H* — 6E* = AGE?, (4)

em que 3 = iwy, € s e p, respectivamente, secundario
e primario. O Aj e AG estdo associados ao campo
secundario, e seguem a mesma idéia das egs. (2).

Os campos secundarios estdo em funcdo dos primarios,
e estes, atuam como fontes nas equacdes diferenciais
(3) e (4). Sendo o meio homogéneo em relacdo a con-
dutividade, e como os campos n3o variam na direcdo
y (Fig.1), estas equagdes se desdobram nas seguintes
componentes:

oE,
0z
oE:  OF?®
Tz z HS = —AzHP
0z Oz oty 3y
oE,
—— +3H. = —A;H?
or
S
5'zy + 0u B+ awaZ +o0..E; = —AE?
OH: O0H; . s :
e on +o,.EL + anyy +o,.E = —AE;’
aHij s s s A P
_ o +Usza;+UzyEy+UZZEZ = — Ez
em que:
AEY = A0y B} + Aoy EY + Ao, EY - (5)
AEY) = Aoy EY + Aoy, EY + Aoy, EY (6)
AE? = A0..EY+ Ao, EY + Ao, EY @)

Com as devidas substituicdes, o conjunto das seis equa-
¢Oes originam o sistema abaixo, para E, e Hy:

V.- (7VH; —p—7q) —3H; = A3H?, (8)
1 A 0H? OH?
Vo (VE +23s) 44T L _pTy g
3 Y Ox 0z
—C’E; = BAE? + AEé) + AAE? 9)
~ 1 Ogxx Ogz
emque: 7= 5 o ,
p = —AEji+BEk,
= AFEPi— AEPk,
s = HPi— HPk.
D (Uzzazz - Uzzaxz)>
A = (0004 — 04204y) /D,
B = (Uzyomz_azzo'xy) /D,
C = (0yB+oyy+o0y.A).

E importante relacionar os termos entre parénteses nas
equacdes (8) e (9) com as componentes tangencias do
campo nas bordas do corpo, que s3o dadas por:

E, = —(7VH,—p—7q)- A, (10)

| A
H = (ZVEy + ;s> . (11)
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Para verificar as equacdes acima basta decompor tais
componentes tangenciais nas componentes x e z, em
termos de senos e cossenos, conforme o esquema visto
na Fig. 1. Depois substituir nestas a relacdo das com-
ponentes E?, ES, H? e H, obtidos apartir do conjunto
das seis equacdes.

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Vamos utilizar a solu¢do numérica par o sistema diferen-
cial formado pelas equa¢des (8) e (9). Pela técnica dos
elementos finitos (EF) transformamos um problema de
contorno de EDP em um problema algébrico de varia-
veis discretas, muito mais simples de ser tratado (Rijo,
1996). Primeiro, definimos uma regido € suficiente-
mente grande em torno das heterogeneidades bidimen-
sionais de interesse no problema, de modo que os valores
absolutos das componentes E; e H, sejam muito pe-
quenos na fronteira 02, desta regido. O fato de E e
H, serem praticamente zero na fronteira é conhecido
como condicdes de fronteira de Dirichlet do tipo homo-
géneas. Depois subdividimos toda a regido §2 em peque-
nas porcdes (). de formas geométricas simples (tridngu-
los, quadrilateros, etc.), denominados de elementos, e
coletivamente chamados de malha de elementos finitos.
E por fim, resolvemos o problema em cada um desses
elementos, expressando E, e H, por combinagdes de
funcdes bases ¢, lineares ou quadraticas. Em seguida
agrupamos a contribuicdo de cada um desses elementos
na forma de uma matriz, chamada de matriz elementar,
para formar um sistema linear de equacdes algébricas
denominado de sistema global, que solucionado nume-
ricamente, fornece os valores discretos aproximados de
E; e H, nos nés da malha.

Para restringir o problema a cada elemento €. aplica-
remos o critério de Galerkin, em Rijo (1977, apud Rijo
(1996)) em cada equagdo do nosso sistema. Ent&o, para
a eq. (8) teremos:

/Q ¢n [V (FVH; —p—7q) — 30nH; | dQ =
/ 0n A3 HPAS. (12)
Qe

Usando a férmula de Gauss para divergéncia: [,V

wdQ = [u-hodl — [, u- VodQ, explicitaremos a
contribuicio das integrais de fronteira de cada elemento.
Estas podem ser descartadas da formulacdo, uma vez
que ao agrupar os varios elementos para montar a ma-
triz elementar tais integrais anulam-se mutualmente. O
que resta apenas é a contribuicdo na borda externa, mas
tal é a regido 2 que podemos considera-la como zero.
Considerando que p =~ po para a maioria dos materi-
ais na subsuperficie, Ay = 0 em todo o dominio deste

problema. E a eq. (12) passa a ser escrita como:
3
S [ [V (VH;) + spuH] d2 -
3
Z / Ve, - pdQ =

Z / {‘9“’“ (0..AEP — g, AEP) +

%

L AEP —
Fl CERT

0o AEP)dQ.

(14)

De forma analoga, podemos aplicar a eq. (9) os mesmos
passos tomados para eq. (8) até aqui, e obtemos:

Z / ( Veu VE; +<pn0ES> dQ -~
O0H, OH,
Z/ @n( 9z >dQ—_

Z /Q ¢n (BAE? + AE? + AAEP) d(15)

Substituindo as fungdes £ e H, pelas respectivas com-
binacdes lineares de fun¢ées bases:

Ey(z,2) Zgom e Hy(z,z)

Zsom

(16)
em que E,, e H,,, sdo os campos elétricos e magnéti-
€Os nos n-ésimos vértices com as coordenadas (Zy,, Zm ),
m = 1,2, 3; de um elemento triangular Ajs3, € @, sdo
funcdes de forma linear, correspondentes ao plano for-
mado por estes vértices, definidas por:

1
om =510 (@ + b +Cmz), m=1,2,3, (17)
em que A® = %(6102 — bacy) representa a area do ele-
mento A123

a1 =2p — 23, b =x3— w2, ¢ =To23— 2{18)
co = x321 — x(19)

c3 = w129 — x420)

ay = 23 — 21, by =m1 — 3,

a3z = z1 — 22, b3:$2*$1,
As integrais de (13) e (15), para cada elemento, s3o
avaliadas usando as egs. (16) - (20). Esses resultados
sdo reescritos como o produto matricial de uma 6x6 por
uma 6x1:

h ac s h
K1,1 1,1 " yl T
__JJac e .. s __ A€

1,1 1,1 . yl = 04
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O K¢, & a matriz de acoplamento das eqgs. (13) e (15)
do sistema, responsavel pelo acoplamento de todas as
componentes do campo MT,

Oipn, Opn,
Kae  — AL L dS. 2
(a5 -85 @2)

As matrizes K"

m € K¢ . sdo dadas por:

Kg,m = /g (V<Pn : (7: ' v@m) + 59071()0771) dQ23)
4 1
Krc;,m = / <3vﬁﬁn Vo, + C‘Pn@m> dsy24)
Qe

e as matrizes 'y,’} e ¢, que representam as fontes do
campo, sdo dadas conforme as egs. (13) e (15)

A (tima etapa é montar o sistema Global de equacdes
lineares através das matrizes 6x6 de cada elemento; in-
corporar as condicbes de fronteira homogéneas de Di-
richlet; e finalmente, resolver o sistema para obter os
valores de E; e H, em todos os nés da malha. Cada
n6 do elemento recebe um indice para cada campo cal-
culado sobre ele, neste caso H, e E,. A alocagdo de
cada elemento da matriz 6x6 (21) na matriz global é
feita através de uma regra estabelecida entre os indices
dos nés de cada elemento e os elementos de sua respec-
tiva matriz como vemos em Rijo (1977 apud Rijo (1996,
1991)). O método dos EF produz um sistema de equa-
¢des lineares cuja matriz global & geralmente esparsa,
bandeada, simétrica e positiva definida (Hermitiana).

RESULTADOS

/x' 3 km
T
3km 1000 Qm iE 1000 Qm
il |
5

3km 2 ]
L
3 km 1000 Qm
100 Qm
MEDIUM1:  p_=30,p =100,p = 30,a =30"
MEDIUM2:  p_=10,p =100,p_ =10,0 =120°

Figura 2: Modelo apresentado no artigo de Li. Corpo
aflorante 2D, com direcio de strike no eixo x, e aniso-
tropia para o corpo e na segunda camada.

Na Fig. 3, em cor preta, estdo as curvas do artigo de Li
(2002), nas quais o autor compara os resultados de sua

modelagem 2D, utilizando a técnica numeérica dos Ele-
mentos Finitos (FE — Finite Element), aos resultados
da modelagem de PEK e VERNER (1997), utilizando
Diferengas Finitas (FD — Finite Diference). Em verme-
Iho, est3o as curvas correspondentes a modelagem deste
trabalho, que também utiliza o0 método FE. O modelo
deste resultado estd mostrado na Fig. 2. Os resulta-
dos deste trabalho sdo coerentes com os resultados da
literatura.

Na Fig. 4 temos quatro graficos de sondagem para um
modelo que difere da Fig. 2 apenas pelo corpo esta
localizado 500m abaixo da primeira interface e sua di-
mensdo z foi aumentada em 2km. Cada um contém
quatro curvas de resistividade aparente.

DISCUSSAO E CONCLUSOES

Para Fig. 4a, as medidas foram feitas em z = 0. Res-
pectivamente, em relacdo a primeira medida, os graficos
das Figs. 4b, c e d distam de 2500m, 5000m e 10000m.
Para as frequéncias mais altas (1), que atingem a pri-
meira camada, e para as mais baixas (2), que atingem
o semi-espaco infinito inferior, ambos de natureza iso-
trépica, notamos que em todos os graficos da Fig. 4 as
curvas de o4, (azul) e oy, (verde) tendem a 1000m para
(1) e a 100m para (2), sendo que quanto mais se afas-
tam do corpo, a convergéncia para o caso (2) se torna
melhor. As curvas de o, (vermelha) e o, (preta), uma
tende a outra e ambas a zero para o caso (1), enquanto
que para (2) também tendem a mesma trajetéria, indo
para o valor 1Qm, devido a influéncia da camada ani-
sotrépica, bastante forte até a regido atingida por (2).
Quanto mais nos afastamos do corpo melhor observa-
mos este comportamento. Para as frequéncias interme-
diarias (3) que alcangam a profundidade da segunda e
terceira camada, o,y e 0y, acentuam mais a difereca
entre suas curvas; ja o, € oy, passam a exibir tal dife-
renca, uma vez que sem a presen¢a do Corpo suas curvas
devem ser iguais. Na regido alcancada por (3), quanto
mais o local de medida for distante de x = 0, menos
acentuada sera a diferenca entre o,y € 0y, € mais se
aproximardo as curvas de o, e oy,. Dentro da regido
de distor¢do estatica, abaixo ao corpo, as curvas apre-
sentam um defasagem grande uma das outras, como
podemos observar em Fig 4a e 4b.
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Figura 3: As curvas em preto s3o do trabalho de Li, identificadas por (a), (b), (c) e (d). Em vermelho est&o as curvas
construidas neste trabalho, e se relacionam as curvas pretas pelas mesmas letras com as quais foram identificadas. No
trabalho de Li, ele considera a direcdo x como a strike, por isso, a componente o, dele corresponde a componente
oyy deste trabalho, por exemplo. As curvas sdo referentes a frequéncia de 0,3333...Hz.
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Figura 4: As curvas de sondagens. (a) = 0, (b) borda do corpo, x = 1500m, (¢) 5000m do centro e (d) modelo
1D, que tem medida igual a qualquer distancia lateral.
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