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The spherical harmonic coefficients represent a model of the gravitational potential or
a geopotential model truncated at the order £ They represent a surface that is called a
reference spheroid. The separation between the ellipsoid and the reference spheroid for
GEM9, GEM10, GEM10A and GEM10B models, have been computed. The zero order
undulation using 162 Doppler undulation has been derived. The results show a slightly
better fit of GEM9 model to the Doppler undulations than the other models considered.

INTRODUGAO

A obtengdo dos coeficientes das harmonicas esféricas,
os quais definem modelos do campo gravitacional, muito se
beneficiou com o estudo do movimento dos satélites arti-
ficiais. Com efeito, os coeficientes de baixa ordem do
potencial gravitacional puderam ser determinados com uma
precisdo até entdo dificil ou até impossivel de ser atingida
somente com dados terrestres.

A viabilidade de aplicagdo do efeito Doppler-Fizeau
no rastreio de um satélite, e dai a obtengdo da posi¢édo de
um observador sobre a superficie da Terra, tem Sido impor-
tante no estabelecimento de apoio planimétrico. O Sistema
de Posicionamento Global conhecido por Sistema GPS
(Global Positioning System) ou NAVSTAR (Navigation
Satellite Timing and Ranging), ora em fase de desenvolvi-
mento e testes, poderd oferecer outras possibilidades além
da aplicagdo do efeito Doppler-Fizeau.

Estas duas aplicages constituem exemplos do grande
aprimoramento que a era dos satélites artificiais trouxe para
a Geodésia em varios de seus campos de aplicagdo. Em espe-
cifico, as tais aplicagOes fornecem elementos que desempe-
nham um papel prepoderante nas atuais técnicas de deter-
minagdo das altuas geoidais a partir de dados heterogéneos.

Com efeito, os modelos do potencial gravitacional
permitem o célculo da componente de longo comprimento
de onda da altura geoidal em particular ou de qualquer uma
das componentes do campo andmalo em geral.

A altura geoidal Doppler, assim chamada quando
derivada das observacGes de satélites artificiais utilizando
o efeito Doppler-Fizeau, constitui uma grandeza geomé-
trica, até certo ponto independente do campo gravitacio-
nal. Por esta razdo, entre outras aplicacOes, serve de con-
trole na elaboragdo de metodologias que calculam as al-
turas geoidais em fung¢do de elementos ligados ao campo
gravitacional, tais como, os coeficientes das harmonicas
esféricas e as anomalias da gravidade.

O presente trabalho propGe-se a estabelecer uma
comparagdo entre a separagdo elipsoide-esferodide de refe-
réncia e as alturas geoidais Doppler para varios modelos
do campo gravitacional e dai a obtengdo do termo de
ordem zero da altura geoidal para cada modelo.

ALTURAS GEOIDAIS DOPPLER

A relagdo matemaética entre o nimero de ciclos da
freqliéncia de batimento em um determinado intervalo de
tempo e a diferenga das distancias estacao-satélite corres-
pondentes aos instantes extremos daquele intervalo, per-
mite o calculo das coordenadas X, Y, Z do centro elétrico
da antena de uma estacdo de rastreio do satélite, num refe-
rencial cartesiano geocéntrico. Estas coordenadas podem ser
transformadas em coordenadas geodésicas ¢, A e H me-
diante relagdes conhecidas (Gemael, 1981, p. 4.3).

A altura geoidal absoluta N pode ser obtida a partir
da altitude geométrica H através da relacao

N =H-h (1)

A altura geodal relativa a um elipsoide local também pode
ser calculada com (1) desde que parametros apropriados
de translagdo, rotagdo e escala sejam aplicados as coorde-
nadas cartesianas X, Y, Z antes da transformagdo para o
terno geodésico (¢, A, H).

Neste trabalho foram utilizadas 162 alturas geoidais
Doppler, que serdo representadas pelo simbolo Np, obtidas
junto & Superintendéncia de Geodésia da Fundagdo Insti-
tuto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). Foram
fornecidas diretamente as coordenadas ¢, A e a altura
Np. De acordo com as informagOes daquele 6rgdo a alti-
tude ortométrica utilizada no célculo de Ny foi obtida
através de nivelamento geométrico de precisdo e as obser-
vacdes Doppler deste conjunto de pontos reduzidas com
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as charadas efemérides precisas. Estas, por sua vez, acham-
se vinculadas ao referencial denominado NWL-9D suposto
geocéntrico e com o eixo Z orientado segundo o CIO
(Conventional International Origin). Este referencial
necessita de uma corregdo em escala de —0,4 ppm e uma
rotagdo em longitude de —0,65" (Lachapelle, 1979, p. 80).

A Superintendéncia de Geodésia aplica os seguintes
parametros de translagdo (Ferrari, 1979):

TX = 80,80 m,
TY = 14,81 m,
TZ = 44,01 m,

as coordenadas cartesianas geocéntricas X, Y, Z, mas nio
aplica nenhum fator de escala ou rotac3o.

Estes pardmetros de translagdo necessitam ser recai-
culados, havendo necessidade de incluir no célculo para-
metros de rotacdo e escala. Realmente, informacGes mais
recentes e dados mais atualizados permitem obter valores
mais apropriados dos pardmetros de transformagdo do
NWL-9D para o Sistema Geodésico Brasileiro. A Superin-
tendéncia de Geodésia vem reunindo os elementos neces-
sarios com vistas a esta tarefa. Por ora, vinculam-se os
resultados aos parametros de translagdo mencionados, sem
correc¢do suplementar de escala ou rotacdo.

MODELO DO CAMPO GRAVITACIONAL

O potencial gravitacional pelo fato de satisfazer a
equagdo de Laplace, pode ser desenvolvido em uma série
do tipo (Blitzkow & S4, 1982)

[ o)
wyir, 8,0 = M - T (2
r n—=
S = c A -
m EO Jnm Ynm e Knm Ynm ] (2)
onde
Yﬁm = an (cosf) cosm\, )
Yﬁm = an (cosf) senmA,

representam as fungles proprias da equagdo de Laplace
em coordenadas esféricas e sdo chamadas func¢des harmo-
nicas esféricas. A barra indica grandezas plenamente norma-
lizadas. Os simbolos J, ., e K, sdo os chamados coefi-
cientes das (fun¢Ges) harmdnicas esféricas.
A expressdo da altura geoidal em funcdo das harmo-
nicas esférias é (Blitzkow & S&, 1982)
n

NG, N=-R X ¥ [(T_

n=2m=0

_ Ir:m) cosmA +

+ k—nm senmA] FTnm (cosh), (4)

onde R é o raio médio da Terra e o indice N indica gran-
dezas vinculadas a Terra normal. O sinal de aproximado se
justifica tendo em vista a aproximacdo esférica. Por razdes
conhecidas (Blitzkow & Sa, 1982) foram eliminados em
(4) os termos de ordem zero e um. )

Os modelos do campo gravitacional s3o obtidos com
o célculo dos coeficientes das harmonicas esféricas. Este
célculo é feito a partir da analise do movimento dos saté-
lites artificiais combinando ou n3o com dados terrestres.
Os modelos mais importantes determinados até o momento
sdo: GEM9, GEM10, GEM10B, GEM10C e OSU81.

Os modelos de baixa ordem do potencial gravitacio-
nal, assim chamados os conjuntos de coeficientes das har-
mdnicas esféricas restritos a uma determinada ordem &, de-
finem superficies particulares denominadas esferdides de
referéncia (Vanicek & Krakiwski, 1982, p. 573) e represen-
tam superficies intermedidrias entre o elipsdide e o gedide
(Fig. 1).
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Figura 1 — Componentes da altura geoidal.

A expressdao (4) pode ser escrita na seguinte forma
(Blitzkow & S4, 1982, p. 8)

L n _ N
N(p,\) =—-R X z [y —Jnm)cosm)\+

n=2 m=0 nm
+ onm senmA] I?nm (cos ) —

oo n

-R X z
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+ K senmN P m (cosd), . (5)
ou de maneira abreviada

N(§, N) 2= Nglp N + SN%(g, N, (6)

onde NQ representa a componenée de longo comprimento
de onda da altura geoidal e SN* a componente de curto
comprimento de onda. Pela Fig. 1 NQ traduz a separacao
entre o elipsdide e o esferbide de referéncia e 5N a sepa-
racdo entre o esferdide de referéncia e o gedide, definida
em (Blitzkow & Sa, 1982) como altura geoidal esferoidal.
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Dependendo da ordem n = £ do modelo do campo
gravitacional disponivel e da precisdo exigida, a compo-
nente NQ pode constituir uma aproximacdo razoavel para
a altura geoidal. A componente ONX*, entretanto, pode ser
calculada mediante uma modificacdo da fungdo de Stokes
(Blitzkow & S4, 1982), que somada a componente Ng cons-
titui evidentemente uma melhor aproximagdo para N.

TERMO DE ORDEM ZERO DA ALTURA GEOIDAL

A expressdo genérica da integral de Stokes tem a se-
guinte forma (Heiskanen & Moritz, 1979, p. 101)

_kém _Sw R AgS()do, (7)
Ry 07 4y
onde o
KéM &M
No = = — —
0 Ry Y (8)

é o termo de ordem zero da altura geoidal normalmente
chamado ondulagdo de ordem -zero (Lachapelle, 1979).
Se o elipsoide de referéncia tiver o mesmo potencial do
gedide e a mesma massa da Terra, Ng seré nulo.

Existem formulas alternativas para o calculo de N
(Heiskanen & Moritz, 1979; Rumel & Rapp, 1976)

KoM

m‘, (9)

Nyg = — %Ago +
agora em fung¢dio do termo de ordem zero da anomalia da
gravidade A g,.

A principal dificuldade no calculo da altura geoidal
com a integral de Stokes, a menos do termo de ordem zero,
é a inexisténcia de medidas gravimétricas em grandes regides
da superficie terrestre. Assim, na prética, sdo feitas diversas
aproximacdes para o célculo de N utilizando diferentes
informagdes do campo gravitacional, obtendo-se uma altura
geoidal que neste trabalho se denomina genericamente de
“altura geoidal gravimétrica” e é representada pelo simbolo
Ng. Estas aproximagdes consistem, por exemplo, em res-
tringir a integral de Stokes a uma calota de raio Yo. Como
foi frisado, a propria componente de longo comprimento
de onda pode representar uma aproximagdo para N. Uma
alternativa também usada consiste em utilizar a expresséo
(5) calculando a componente SN por uma aproximacgédo
suficiente, seja modificando a fungdo de Stokes como men-
cionado anteriormente, seja aplicando o método de coloca-
¢do por mrinimos quadrados mediante a escolha de um mo-
delo conveniente para a fungdo covariancia (Lachapelle,
1979). Em cada um destes casos obtém-se uma superficie
que evidentemente ndo é a do gedide, mas que dele se apro-
xima, ora mais ora menos. A cada uma destas superficies
pode-se ajustar um elipsoide denominado elipsoide médio
(Lachapélle, 1979, p. 86) cujo semi-eixo maior é repre-
sentado pelo simbolo a. Este elipsoide, em geral, difere
do elipsdide de referéncia que, por hipotese, melhor se

adapta ao gedide e que neste trabalho admite-se como
sendo o elipsbide do Sistema de Referéncia 1967; mas
supde-se que a diferenca seja somente em termos do semi-
eixo maior, conservando portanto o mesmo achatamento.
A ondulagdo de ordem zero é interpretada, neste caso
particular, como a diferencga 5a entre os semi-eixos maiores
do elipséide médio e do elipsdide de Referéncia 67
(Lachapelle, 1979, p. 86).

3ne = ¥Rere7 T 8,

Esta interpretacdo é ilustrada na Fig. 2.

Figura 2 — Ondulagdo de ordem zero.

A superficie pontilhada da Fig. 2 representa uma das
aproximagdes mencionadas anteriormente. No caso mais
geral esta superficie ndo é paralela ao gedide. A explica-
cﬁo‘para isto é simples. Se a altura geoidal é aproximada
por uma série de harmonicas esféricas truncada até o
termo de ordem X, por exemplo, esta superficie difere
do gedide em termos de curtos comprimentos de onda
lembrando o significado dado & equagdo (6). Por outro
lado, se a altura geoidal for calculada através da formula
de Stokes, truncada a uma distancia esférica Y/, a dife-
renga entre as duas superficies serd em termos de longos
comprimentos de onda, resultado de desprezar a regidao
afastada. No caso em que se dispusesse de dados gravi-
métricos sobre toda a Terra, integrando o Gltimo termo
de (7) sobre toda a esfera, as duas superficies seriam para-
lelas e a interpretacdo seria aquela de Heiskanen & Moritz
(1979, p. 103). ‘

Uma tentativa de céalculo da ondulagdo de ordem
zero para o modelo GEM10 foi feita por Prado (1982).
O valor de No ndo é citado diretamente, mas é calculado
W, = 62636830,20 m? s72 e a partir dai o valor KMy =
= 3986017279 X 10'* m3 s72 considerado valor valido
para o elipsoide (Prado, 1982, p.41). O valor de KM associa-
do ao modelo GEM10 é KM = 3,9860047 X 10'* m? 5™
(Prado, 1982, p. 35), onde se admite U, = W,, o que
permite o célculo de N pelo primeiro termo da expressao
de N na secdo 4.5 da citada referéncia. Atribuindo para
rg € Ya os valores médios respectivos de 6.371.000 m e
9,8 m/s2, que constituem aproximagdes suficientes para o
calculo de N, obtém-se o valor de —20,1 m. Este é um
valor compativel com aquele apresentado na Tabela 1
referente ao mesmo modelo.
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Admitindo-se que as ondulagdes geoidais Doppler es-
tejam com um fator de escala correto e que as altitudes
usadas no célculo de N sejam ortométricas ou suficiente-
mente proximas de ortométricas, uma comparagdo entre
as alturas geoidais N e as “alturas geoidais gravimétricas”
Ng dadas por qualquer uma das aproximagdes menciona-
das no inicio do presente paragrafo, permite o calculo da
ondulagdio de ordem zero (Lachapelle, 1979, p. 84).

Alturas Geoidais Doppler

com Np e Ng supostamente corrigidos de eventual trans-
lagdo do centro do elipséide.

Deve ser salientado que esta solugdo s6 tem sentido
exato quando os dados forem globalmente distribuidos.
O presente caso constitui uma tentativa de aproximagdo
para No' tendo em vista que os dados se limitem ao ter-

ritério nacional.
O erro médio quadrético, calculado através da expres-

sdo: =
. = 2 (Np, — Ng)?
551 (NDi B Nsi) g(AN) = '=1n - 1' : (11)
Ny = n (10)
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Figura 3 — Distribui¢do dos pontos Doppler.
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sendo Ng a altura geoidal gravimétrica corrigida do termo
NO, dado por (10), constitui uma estimativa de quanto os
modelos usados para o céalculo de Ny se ajustam as alturas
geoidais Doppler.

RESULTADOS

Os modelos do campo gravitacional usados no
presente trabalho foram: GEM9, GEM10, GEM10A e
GEM10B. Assim, o que se denomina de altura Ng sdo as
alturas geoidais dadas por (4), onde os coeficientes das
harmonicas esféricas correspondem aqueles dos modelos
acima.

A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos. A ondu-
lagdo de ordem zero e o erro médio quadratico o(AN)
foram calculados pelas relages (10) e (11) respectivamente.
O desvio méaximo corresponde ao valor maximo da dife-
renca entre a altura geoidal Doppler Ny e aquela obtida
pelos coeficientes, Ng. A Fig. 3 mostra a distribuicao dos
pontos Doppler utilizados.

Tabela 1 — OndulagGes geoidais de ordem zero.

Modelo No OAN | Desv. Méx. B
GEM9 —-18,8 2,9 -9,0 6378141,2
GEM10 —19,1 3,0 7,7 6378140,9
GEM10A -19,0 3,0 7.7 6378141,0
GEM10B —19,1 3,3 -8,9 6378140,9

Nao se observa uma diferenga muito grande no valor
de N0 entre os diversos modelos, como, alias, era de se
esperar. Realmente, a inclusdo de termos de ordem supe-
rior tende simplesmente a ondular um pouco mais a super-
ficie sem modificar sensivelmente o elipsdide melhor

ajustado.
Analisando os histogramas das Figs. 4 a 7 observa-se

que o modelo GEM9 é o que apresenta o maior niimero
de desvios no intervalo [—2, +2] seguido muito de perto
pelo modelo GEM10. O modelo GEM9 foi obtido exclu-
sivamente a partir da andlise do movimento de satélites
artificiais (Lerch et al., 1977). Nos modelos da série 10
foram incluidos dados terrestres que teoricamente deveriam
melhorar estes modelos. Dados terrestres representados por
anomalias médias sejam de 5° X 5°, sejam de 1° X 1°,
nem sempre constituem um valor representativo para o
bloco. Em muitas regides e em especifico no Brasil, muitos
valores constituem uma interpolacdo e até uma extra-
polagdo, dada a inexisténcia de medidas gravimétricas.
Isto pode ser uma razdo pela qual, no Brasil ao menos, o
GEM10 ndo seja melhor do que o GEM9. Por outro lado,
os modelos GEM10A e GEM10B incluiram em seu célculo
dados de radar altimetria (Lerch et al., 1981) obtidos pelos
satélites da série GEOS. Tem sido observado que este fato
aparentemente teria distorcido um pouco os referidos
modelos sobre os continentes, ajustando-os melhor sobre
0s oceanos.
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Figura 4 — Histograma relativo ao modelo GEM9.
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Figura 5 — Histograma relativo ao modelo GEM10.

Figura 6 — Histograma relativo ao modelo GEM10A.
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Figura 7 — Histograma relativo ao modelo GEM10B.
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CONCLUSAO

Relativamente a estes 162 pontos Doppler utilizados,
conclui-se que o modelo GEM9 apresenta um resultado
ligeiramente melhor do que os demais modelos. Entre-
tanto, uma conclusio definitiva é prematura. E necessério
melhorar a confianca nas alturas geoidais Doppler melho-
rando, entre outras coisas, os parametros de transforma-
¢do do NWLOD para o Sistema Geodésico Brasileiro.
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