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The spherical harmonic coefficients represent a model of the gravitational potential or
a geopotential model truncated at the order Q. ttrey represent a surface that is called a

reference spheroid. The separation between the ellipsoid and the reference spheroid for
GEM9, GEM10, GÉM10A and GEMl0B models, have been computed. The zero order
undulation using 162 Doppler undulation has been derived. The results show a slightly
better fit of GEM9 model to the Doppler undulations than the other models considered.

INTRODUçÃO

A obtenção dos coeficientes das harmônicas esféricas,

os quais definem modelos do campo gravitacional, muito se

beneficiou com o estudo do movimento dos satélites arti-
ficiais. Com efeito, os coeficientes de baixa ordem do
potencial gravitacional puderam ser deterrninados com urna

precisão até então difícil ou até impossível de ser atingida

somente com dados terrestres.
A viabilidade de aplicação do efeito Doppler-Fizeau

no rastreio de um satélite, e daí a obtenção da posição de

um observador sobre a superf ície da Terra, tem'Sido impor-
tante no estabelecimento de apoio planimétrico. O Sistema

de Posicionamento Global conhecido por Sistema GPS

(Global Positioning System) ou NAVSTAR (Navigation

Satellite Timing and Ranging), ora em fase de desenvolvi-

mento e testes, poderá oferecer outras possibilidades além

da aplicação do efeito Doppler-Fizeau.

Estas duas aplicações constituem exemplos do grande

aprimoramento que a era dos satélites artificiais trouxe para

a Geodésia em vários de seus campos de aplicação. Em espe-

cífico, as tais aplicaçöes fornecem elementos que desempe-

nham um papel prepoderante nas atuais técnicas de deter-

minação das altuas geoidais a partir de dados heterogêneos.

Com efeito, os modelos do potencial gravitacional

permitem o cálculo da componente de longo comprimento
de onda da altura geoidal em particular ou de qualquer uma

das componentes do campo anômalo em geral.

A altura geoidal Doppler, assim chamada quando

derivada das observações de satélites artificiais utilizando
o efeito Doppler-Fizeau, const¡tui uma grandeza geomé-

trica, até certo ponto independente do campo gravitacio-

nal. Por esta razão, entre ou'tras aplicações, serve de con-

trole na elaboração de metodologias que calculam as al-

turas geoidais em função de elementos ligados ao campo
gravitacional, tais como, os coeficientes das harmônicas

esféricas e as anomalias da gravidade.

O presente trabalho propõe-se a estabelecer uma
comparação entre a separação elipsóide-esferóide de refe-

rência e as alturas geoidais Doppler para vários modelos
do campo gravitacional e daí a obtenção do termo de

ordem zero da altura geoidal para cada modelo.

ALTU RAS GEOI DAIS DOPPLE R

A relação matemática entre o número de ciclos da
freqüência de batimento em um determinado intervalo de
tempo e a diferença das distâncias estacão-satélite corres-
pondentes aos ¡nstantes extremos daquele intervalo, per-

mite o cálculo das coordenadas X, Y, Z do centro elétrico
da antena de uma estação de rastreio do satélite, num refe-

rencial cartesiano geocêntrico. Estas coordenadas podem ser

transformadas em coordenadas geodésicas @, À e H me-

diante relaçöes conhecidas (Gemael, 1981, p. 4.3).
A altura geoidal absoluta N pode ser obtida a partir

da altitude geométrica H através da relação

N : H-h (1)

A altura geodal relativa a um elipsóide local também pode

ser calculada com (1) desde que parâmetros apropriados
de translação, rotação e escala sejam aplicados às coorde-

nadas cartesianas X, Y, Z antes da transformação para o

terno geodésico (ó , À. H).
Neste trabalho foram utilizadas 162 alturas geoidais

Doppler, que serão representadas pelo símbolo N¡, obtidas
junto à Superintendência de Geodésia da Fundação lnsti-
tuto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE). Foram

fornecidas diretamente as coordenadas @, À e a altura
Np. De acordo com as informaçöes daquele órqão a alti-
tude ortométrica utilizada no cálculo de Np foi obtida
através de nivelamento geométrico de precisão e as obser-

vacões Doppler deste conjunto de pontos reduzidas com
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as chamadas efemérides precisas. Estas, por sua vez, acham-
se vinculadas ao referencial denominado NWL-9D suposto
geocêntrico e com o eixo Z orientado segundo o CIO
(Conventional lnternational Origin). Este referencial
necessita de uma correção em escala de -0,4 ppm e uma
rotação em longitude de -0,65" (Lachapelle, lg7g, p. 80).

A Superintendência de Geodésia aplica os seguintes
parâmetros de translação (Ferrari, 1979):

TX : 80,80 m,
TY : 14,81m,
TZ : 44,O1m,

às coordenadas cartesianas geocêntricas X, y, Z, mas não
aplica nenhum fator de escala ou rotação.

Estes parâmetros de translaçâo necessitam ser recai-
culados, havendo necessidade de incluir no cálculo parâ-
metros de rotação e escala. Realmente, informaçöes mais
recentes e dados mais atualizados permitem obter valores
mais apropriados dos parâmetros de transformação do
NWL-gD para o Sistema Geodésico Brasileiro. A Superin-
tendência de Geodésia vem reunindo os elementos neces-

sários com vistas a esta tarefa. Por ora, vinculam-se os
resultados aos parâmetros de translação mencionados, sem
correção suplementar de escala ou rotação.

MODELO DO CAMPO GRAV¡TACIONAL

O potencial gravitacional pelo fato de satisfazer a

equação de Laplace, pode ser desenvolvido em uma série
do tipo (Blitzkow & Sá, 1982)

oo

onde R é o raio médio da Terra e o índice N indica gran-
dezas vinculadas à Terra normal. O sinal de aproximado se
justifica tendo em vista a aproximação esférica. por razões
conhecidas (Blitzkow & Sá, 1982) foram eliminados em
(4) os termos de ordem zero e um.

Os modelos do campo gravitacional são obtidos com
o cálculo dos coeficientes das harmônicas esféricas. Este
cálculo é feito a partir da análise do movimento dos saté-
lites artificiais combinando ou não com dados terrestres.
Os modelos mais importantes determinados até o momento
são: GEM9, cEM10, cEMl0B, cEM10C e OSUBl.

Os modelos de baixa ordem do potencial gravitacio-
nal, assim chamados os conjuntos de coeficientes das har-
mônicas esféricas restritos a uma determinada ordem Q, de-
finem superfícies particulares denominadas esferóides de
referência (Vanicek & Krakiwski, 1982, p.573) e represen-
tam superf ícies intermediárias entre o elipsóide e o geóide
(Fis. 1).
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Figura 1 - Componentes da altura geoidal

A expressão (4) pode ser escrita na seguinte forma
(Blitzkow & Sá, 1982, p. 8)

N(d, À) ^r - R

* Rn,n senm).] P n, (cos o) -
oon> >

n=Jl*1m=0
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Alturas Geoidais Doppler
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onde

Y|, : Þn,n (cosg)cosmÀ.
(3)

Yl- : P-- (cosg) senmÀ,nm nm

representam as funções próprias da equação de Laplace
em coordenadas esféricas e são chamadas funções harmô-
nicas esféricas. A barra indica grandezas plenamente norma-
lizadas. Os símbolos Jn,n € Knn., são os chamados coefi-
cientes das (funções) harmônicas esféricas.

A expressão da altura geoidal em função das harmô-
nicas esférias é (Blitzkow & Sá, 1982)

)o" n _N
N(d,N =-R >^

n :2 m:0
* Rn, senmÀl Pnn.' (cosg), (4)

N(ø,I) = Np(ó, Àl + ôrurlø, À1,

YsK+
nmnmnm

cosmÀ +
nm

+ Rnn,,senmN Fnr (cosg),

ou de maneira abreviada

(5)

(6)

onde Np representa a componen¡e de longo comprimento
de onda da altura geoidal e ôN^ a componente de curto
comprimento de onda. Pela Fig. I N¡ traduz a separaçãq
entre o elipsóide e o esferóide de refeiência. ôNq a s.pu-
ração entre o esferóide de referência e o geóide. definida
em (Blitzkow & Sá, 1982) como altura geoidal esferoidal.



Dependendo da ordem n : I do modelo do campo

gravitacional disponível e da precisão exigida, a compo-

nente Nq pode constituir uma aproximação razoável para

a altura geoidal. A cornponente ôNx, entretanto. pode ser

calculada mediante uma modificação da função de Stokes

(Blitzkow & Sá, 1982). que somada à componente Nq cons-

titui evidentemente uma melhor aproximacão para N'

TERMO DE ORDEM ZERO DA ALTURA GEOIDAL

A expressão genérica da ¡ntegral de Stokes tem a se-

guinte forma (Heiskanen & Moritz, 1979, p. 101)

n, :KôM _6w* R [[onr,r,oo, (7\'' R7 "y 4n"y I I

))
onde o

KôM 6M (8)N6
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adapta ao geóide e que neste trabalho admite-se como
sendo o elipsóide do Sistema de Referência 1g67; mas
supõe-se que a diferença seja somente em termos do semi-
eixo maior, conservando portanto o mesmo achatamento.
A ondulação de ordem zero é interpretada, neste caso
particular, como a diferenca 6u entre os semi-elxos maiores
do elipsóide médio e do elipsóide de Referência 67
(Lachapelle, 1979, p. 86).

â,.n" : uRerGT*ôu

Esta interpretação é ilustrada na Fig. 2.

I No

Rl "Y -----/

é o termo de ordem zero da altura geoidal normalmente

chamado ondulaçäo de ordem 'zero (Lachapelle, 1979).

Se o elipsóide de referência t¡ver o mesmo potencial do

qeóide e a mesma massa da Terra, Ng será nulo.

Existem fórmulas alternativas para o cálculo de No

(Heiskanen & Moritz, 1979; Rumel & Rapp, 1976)

R KôMNo:-tOnonär (e)

agora em função do termo de ordem zero da anomalia da

gravidade A go.

A principal dificuldade no cálculo da altura geoidal

com a integral de Stokes, a menos do termo de ordem zero,

é a inexistência de medidas gravimétricas em grandes regiões

da superf ície terrestre. Assim, na prática, säo feitas diversas

aproximaçöes para o cálculo de N utilizando diferentes

informações do campo gravitacional, obtendo-se uma altura

geoidal que neste trabalho se denomina genericamente de

"altura geoidal gravimétrica" e é representada pelo símbolo

Nn. Estas aproximaçöes consistem, por exemplor em res-

tringir a integral de Stokes a uma calota de raio Ú6. Como

foi frisado, a própria componente de longo comprimento

de onda pode representar uma aproximação para N' Uma

alternativa também usada consiste em ut¡lizar a expressão

(5) calculando a componente ôNQ por uma aproximaçâo

suf iciente, seja modif icando a funçâo de Stokes como men-

cionado anteriormente, seja aplicando o método decoloca-

ção por mrhimos quadrados mediante a escolha de um mo-

delo conveniente para a função covariância (Lachapelle,

1979). Em cada um destes casos obtém-se uma superf ície

que evidentemente nâo é a do geóide, mas que dele se apro-

xima¡ ora mais ora rirenos. A cada uma destas superf ícies

pode-se ajustar um elipsóide denominado elipsóide médio

(Lachapólle, 1979, p. 86) cujo semi-eixo maior é repre-

sentado pelo símbolo a-r. Este elipsóide, em geral, difere

do elipsóide cle referência que, por hipótese, melhor se

Figura 2 - Ondulação de ordem zero.

A superf ície pontilhada da Fig. 2 representa uma das

aproximacões mencionadas anteriormente. No caso mais

geral esta superfície não é paralela ao geóide. A explica-

ção para isto é simples. Se a altura geoidal é aproximada

por uma série de harmônicas esféricas truncada até o
termo de ordem !., por exemplo, esta superf ície difere

do geóide em termos de curtos comprimentos de onda

lembrando o significado dado à equacão (6) . Por outro

lado, se a altura geoidal for calculada através da fórmula

de Stokes, truncada a uma distância esférica úe, a dife-

rença entre as duas superfícies será em termos de longos

comprimentos de onda, resultado de desprezar a região

afastada. No caso em que se dispusesse de dados gravi-

métricos sobre toda a Terra, integrando o último termo

de (7) sobre toda a esfera, as duas superfícies seriam para-

lelas e a interpretacão seria aquela de Heiskanen & Moritz

(1979, p.103).
Uma tentativa de cálculo da ondulação de ordem

zero para o modelo GEM10 foi feita por Prado (1982)'

O valor de No não é citado diretamente, mas é calculado

W^ : 62636ti3o,Zo ^' s-2 e a partir daí o valor KMo :
:u3,g86017279 X 10la m3 s-2 considerado valor válido

para o elipsóide (Prado, 1982, p.41). O valor de KM associa-

do ao modelo GEM] 0 é KM :3,9860047 X 1014 m3 s-2

(Prado. 1982, p. 35), onde se admite Uo : Wo, o que

permite o cálculo de Nn pelo primeiro termo da expressão

de N na seção 4.5 da citada referência' Atribu¡ndo para

rc e 7o os valores médios respectivos de 6'371 000 m e

OB t/t-, que const¡tuem aproximações suficientes para o

cálculo de No. obtém-se o valor de -20'1 m' Este é um

valor compat"ível com aquele apresentado na Tabela 1

referente ao mesmo modelo'
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Admitindo-se que as ondulações geoidais Doppler es-

tejam com um fator de escala correto e que as altitudes
usadas no cálculo de N¡ sejam ortométricas ou suficiente-
mente prôximas de ortométricas, uma comparação entre
as alturas geoidais N¡ e as "alturas geoidais gravimétricas"
Nn dadas por qualquer uma das aproximações menciona-
das no início do presente parágrafo, permite o cálculo da

ondulação de ordem zero (Lachapelle,1979, p.84).

com N9 e Ñn supostamente corrigidos de eventual trans-
lação do centro do elipsóide.

Deve ser salientado que esta solução só tem sent¡do
exato quando os dados forem globalmente distribuídos.
O presente caso constitu¡ uma tentativa de aproximação
para No, tendo em vista que os dados se limitem ao ter-
ritôrio nacional.

O erro médio quadrático, calculado através da expres-

sao ntn

(No ñ
s

)
¡ O(AN) :

(Ne. - Nn.)2
(11)

No (10) n-l
n
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Figura 3 - Distribuição dos pontos Doppler
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sendo Ns a altura geoidal grav¡métr¡ca corrigida do termo
ljo, dado por (10), constitui unra estimativa de quanto os

modelos usados para o cálculo de No se a.¡ustam às alturas
geoidais Doppler.

RESULTADOS

Os modelos do campo gravitacional usados no
presente trabalho foram: GEM9, GEM10, GEM10A e

GEM10B. Assim, o que se denomina de altura Nn são as

alturas geoidais dadas por (4), onde os coef¡c¡entes das

harmônicas esféricas correspondem àqueles dos modelos

ac¡ nla.

A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos. A ondu-
lação de ordem zero e o erro médio quadrático o(AN)
foram calculados pelas relacões (10) e (11) respectivamente.
O desvio máximo corresponde ao valor máximo da dife-
rença entre a altura geoidal Doppler Np e àquela obtida
pelos coeficientes, Nn. A Fig. 3 mostra a distribuição dos
pontos Doppler utilizados.

Tabela 1 - Ondulações geoidais de ordem zero.

Modelo No oAtrl Desv. Máx a
me

GEM9
GEMlO
GEMlOA
GEMlOB

-18,8
-19,1
- 19,0

-19,1

2,9
3,0
3,O
aa

-9,0
7,7
7,7

-8,9

6378141 ,2
6378140,9
6374141 ,O

6378 1 40,9

Não se observa uma diferença muito grande no valor
de Nn entre os diversos modelos, como. aliás. era de se

esperar. Realmente, a inclusão de termos de ordem supe-
rior tende simplesmente a ondular um pouco mais a super-
fície sem modificar sensivelmente o elipsóide melhor
ajustado.

Analisando os histogramas das Figs. 4 a 7 observa-se
que o modelo GEM9 é o que apresenta o ma¡or número
de desvios no intervalo [-2, +2] seguido muito de perto
pelo modelo GEM10. O modelo GEM9 foi obtido exclu-
sivamente a partir da análise do movimento de satélites
artif¡c¡ais (Lerch et al., 19771. Nos modelos da série 10
foram incluíclos dados terrestres que teor¡camente deveriam
melhorar estes modelos. Dados terrestres representados por
anomalias médias sejam de 5" X 50, sejam de 1o X 1o,

nem sempre constituem um valor representativo para o
bloco. Em muitas regiöes e em específico no Brasil. muitos
valores constituem uma interpolação e até uma extra-
polação, dada a inexistência de medidas gravimétricas.
lsto pode ser uma razão pela qual, no Brasil ao menos, o
GEM10 não seja melhor do que o GEM9. Por outro lado,
os modelos GEM10A e GEMl0B incluirarn em seu cálculo
dados de radar altimetria ([-erch et al., 198i ) obtidos pelos
satél¡tes da série GEOS. Tem sido observado que este fato
aparentemente teria distorcido um pouco os referidos
modelos sobre os continentes, ajustando-os melhor sobre
os oceanos.
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Figura 4 - H¡stograma relativo ao modelo GEMg
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Figura 5 - Histograma relativo ao modelo GEMiO.

-8-6-4-2 u^2¡168

Figura 6 - Histograma relativo ao modelo GEM10A.
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Figura 7 - Histoç¡rama relativo ao modelo GEfvll0B

50

¡to

50

¡lo

30

¡K)

30

20

lo

30

20

lo



24 A ltu ras Geoida is DoPPI er

REFERÊNCIAS

CONCLUSÃO

Relativamente a estes 162 pontos Doppler utilizados,
conclui-se que o modelo GEMS apresenta um resultado

ligeiramente melhor do que os demais modelos. Entre-

tanto, uma conclusão definitiva é prematura. É necessário

melhorar a confiança nas alturas geoidais Doppler melho-

rando, entre outras coisas, os parâmetros de transforma-

ção do NWL-9D para o Sistema Geodésico Brasileiro'
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