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ESTTIDO COMPARATIVO DE DOIS MÉTODOS
trCONOMICOS APLICADOS A UM trSQUEMA

NUMÉRICO DE PREVISÃO DO TEMPO

A. Bourchtein

l)uas vcrsircs clo csc¡ucrna scrni-irnplícilo são it1-r'cscrtlitdlts: o tnólodo iruplícito clc tlircções alter-
Irlclas (o rnétoclo ADI) c a ltrordagern rlc llobcrt coln o r-rso do irlgolilrno rnultigladc (o rnëtodo
MG). Síio lo¿rliz¿rdos cxpcrirnontos cortt o moclcl<l t'cgiottitl llruoolírtioo qr-ro t¡s¿r ll níveis para
discrolizaçiìo vct'lioal c p¿rsso 75 km para grtrdcs liorizortt¿tis oon.t 97x97 c 93xl0l nirs. A qualida-
dc das plct,isõcs coni 24 horts dc antcccdôttci¿r ttiÌo tJcpcndc da vclsäo do Inodelo. O método MG
pcrrnitc l'cduzir o tcntpo oornputacional gastO crn tofllo dc l4o/o crn oortipafação con'r o nrétodo de

lìobcrt, (lr.tc us¿l ¿rs rcl¿lxaçõcs sucessivas supcriorcs. Para os l.ncslìtos p¿lssos tcrnporais, o tnétodo
niultigladc dc Rotrcrt é rncnos clètivo do quo o ttrétodo ADI. Mas o uso dos passos temporais
lli/rxinros pcrntitidos pcla oondição nurnérica rla cstabilidadc dc oad¿r vctsî[o rct'cla ¿ì vantagem da
vclsão MG do cstFrcnra. A ausônsia da scparaçño cspacial pelrtritc us¿rr os rnétodos rnultigrades
rìo oontoxlo clc cstlucrnas scrni-irnplícitos scrni-lagrangialìos oonl plsso tclnporal ¿tunrentado sem
pcrtla dc ¡rrccisîio.
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NUMERICAL SCHEME OF \ilEATHER PREDICTION - Tilo vusirtn ol thu semi-implicit
.sc'ltattc rt.rirtg oltentutittg clireclirtts intplicit (ADI) ntcllto(l un¿l llohert'.t ultprouclt witlt u ,lmltigrid
(A4(i) ntctlto¿l ore prasettletl. Dxperinenl.s tvillt u re¡4iortul bur¡tclinic rnoclcl rt.sirrg Il let,elsfr¡r lhe
vertic'ol clisc'rctÌzaliott uttcl 75 lirtr stcp ut horizrttlol gt'i¿l.s witlt 97x97 utt¿l 93xl0l poirtls ure ccnt'ied
out.'l'lta 21-ltour.s.foreco.st.s qrtulity clr.¡e.s nr.¡l tlcpantl r¡n llte tn¡tclcl var,sirn.'tlrc A4Ci rnethrxl perntits
lrt rt:rlttc'c tlte conr¡tulotirttol tintc cosl obrnl ll%t irt coruptrt'i,sott tvilt lìobt:rt'stnatltocl ttsittl; successive

ot)er-rcl(r.\-(tliot¡s. {Jttclcr tt choicc otequul linte stalt.s llobart's A,[G ntctltrxl i.s lc.s.s ttlfìciqtl than lhe
¡ll)l ntetltol. lhtl u.wga of'lltc ntaxinrut,t li,,tc.\lcp.\ ullowed by fltc ttunericul .slubilil'¡t cutditirtr ctf
coc'lt ver.siott revcul.t ott uclwrttlage rf tlrc A4G var.siott. tlbsa¡cc ol tltc splittittl4 pcrnrits to use tlrc
ntrtltigt'icl rnetlnrl.s itt.fi'ontc ol).senti-inplicil.sami-lugrangiun scltentc.stvitlt i¡weusetl litne.step wilhout
I o ss of' r t c'ct t nt c-t,.

Key ¡,¿¡¡'¡l* .'ltrrtosplreric barrnlinic nrxlel; Ntttncricul weutltcr prttdicliut; Scnti-irnplicil schenrcs;
ÃLrtltigrid ntt:llt¡tcls; illlcntotirtl¡ clirectirtts irnplic'it tnctltrxls.

Ccrrtro dc Pcsc¡uisas Mcteololírgicls/[Jnivcrsidadc Fodor¿rl de Pelotas
(cPME'f/UFPIIL)

' lìr¡a Anchieta 4715 bloco K, ap.304
96020-250 Polotas-RS

b urstcinlø)oprn ct. u tþcl. tche. br

Revislo Brasileira tlt: (ìt:r¿fí,sic'u, l'ol. l6(1), 1998 tttiSEAIìCil /ltt't'ICLE - ARTIGO DE PESQUISA



28 I')stuclo Conr¡riu'ut ivo tlc I)ois Mótoclos l.lcorrri¡n icos

INTRODUçÃO

As duas prirrcipais exigências irnpostas a qualclucr

esquema nurnérico são a precisão na descrição dos t'enô-

menos investigados e a eficiência conlputacional do es-

quema de integração. A precisão é fbrnecida pela resolu-

ção fina ("fine nresh model") e ¡rela estabilidade do

algoritmo numérico. A efìciência depende da complexida-

de do algoritmo usado e da plesença de nlétodos da lnate-

mática numérica que pelntitarrr, de folnta econômica, re-

solver os problemas nutltéricos sulgidos enl cada ¡rasso da

integração no tempo.

O objetivo do nlodelo regional é a previsão das ondas

sinóticas, isto é, das perturbações do estado básico cla at-

mosfera cuja escala espacial é considel'avelmente grande

(comprimento característico horizontal de hn* 1000 /ol) e

cujas mudanças são sufìcientelrrente le¡rtas (período ca-

racterístico de q, - 24 lt).1>or isso as cliscretizações es¡taci-

al e temporal serão concordantes se os passos r (pelo tem-
po)e h (pelo espaço) satislizerenr a seguinte relação apro-

ximada:

î To

hho

Neste caso, os ell'os cle truncarrrento es¡racial e tenr¡roral

são comparáveis.

Ceral¡nente é inr¡rossível escolhcl' a relação inclicada

entre os passos r c h e ao tnesuro tentllo preset'var a cfìci-
ência da passagem de um passo temporal ao seguinte. lsto
é conseqfiência da natul'eza das equações plimitivas que

sustentam as ondas gravitacionais rápidas, desprezíveis na

previsão de escala sinótica, e da natr¡r'eza dos problemas

de diferenças finitas, os quais exigent deternlinada ligação

entre r e å como conseqi.iência da condição da estabilida-
de linear do esquerna. Fornlalnlente csta ligação (norrnal-

mente é chamada condição de Courant-Friedrichs-Lovy -

CFL) pode ser formulada pelo seguinte nrodo:

c<1,

onde C é o número de Courant.
Praticamente para nruitos esquemas aplicados às eclua-

ções hidrostáticas o núrmero de Courant pode ser escrito na

forma

îC=Jl -fi,c"*p 
'

onde c"*p ó a ve.lociclade ntáxinra das ondas usadas de modo
cxplícito no csqucnl¿ì nurnérico.

As ec¡raçõcs hidrostáticas linearizadas contém duas

fhnlílias clc onclas mistas (gravitacionais-inerciais-

advectivas) conl velocidades até c",,,,, -350 m I s e ut¡a
fanlíli¿r clc oncl¿rs advectivas com velocidades até

c,*¡, = 80ttt /,s. l)ortanto a utilização dos esquemas semi-

inrplícitos clc Iìobcrt (eulerianos e semi-lagrangianos), que

tratanl clc rnoclo inrplícito os termos responsáveis pelas on-

das nlistas, ó lre m.lustifìcável, porque permite usar o passo

tenr¡toral rrais aclcc¡uaclo ao passo espacial do que nos es-

qucnras cxplícitos. lsso permite uma considerável diminui-

ção na quanticladc clc passos temporais sem perda da quali-
dade dos ¡rrognósticos.

A ¡rartc irn¡tlícita clos esquemas serni-irnpllcitos em

cacla passo cl<l tcnt¡ro pode ser reduzida até unla equação

elípticir tri-clinrcnsio¡ral do tipo de Helmholtz. Usando os

nrodos nontr¿ris vcrticais do sistema discreto é possível re-

duzir o ultillto problenta ao conjunto das equações bi-
dinlensionais cle I'lelnlholtz. Certamente a eficiência dos

esquerììas iic¡rcnclc essencialmente da existência de méto-
dos econônlicos cla nraterrrática numérica para resolução

do. proble nra linear bi-dinlensional mencionado.

A utilização clc nlétodos tradicionais colno, por exem-
plo, SOR ("srrccessive over-relaxation") gasta muito tem-
po de corn¡rrrtaclor c diminui bastante a vantagem de es-

quemas scrni-irn¡llícitos. Um dos métodos utilizados para

desviar estc ¡troblcrna é a combinação da técnica de sepa-

ração conr algoritmos senri-implícitos como nos artigos de

Bates (l9ll4), -l'arrguay & Robert (1986) e Bates &
McDonald ( l9tl7). lìsre enfoque substitui o problema bi-
dimensio¡tal pe lo con junto dos problemas uni-dimensionais
resolviclos supereconotnicamente através do método de

varredura. O preço pago por essa eficiência é o erro adici-
onal de trunc¿uìlento que aumenta rapidamente com o au-
nrento do ¡tnsso

Outra ¿tborcl¿rgenr ef'etiva contemporânea é a.resolu-

ção direta dos prot'rlenras elípticos bi-dimensionais através

dos nlétodos multiglades. Começando no ano de 1989, al-
gr¡nras varialltes clos nlétodos nrultigrades foram utilizadas
coln sucesso cnt esquenìas numéricos de previsão do tem-
po (Barros et al. l9ti9, Batesetal. 1990, Adams etal. 1992).

O ob.jetivo cleste trabalho é comparar a precisão e a
efìciência dos lrrétodos ADI e MG no contexto de um
modelo semi-irn¡rlícito baroclínico regional de previsão do
tempo de curto prazo.
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ESQUEMA SBMI-IMPLICITO DO MODELO
BAROCLÍNICO

A aproximação senri-irn¡rlícita de Robert et al. ( 1972)

das equações hidrostáticas cvolucionár'ias eur coolclerradas

isobáricas numa pro.jeção conf'ornle do sistenla esfët'ico enl

sistema cartesiano é a seguinte:

29

rlÞ',,,, = -¡¡,¡7' (3)
O rest¡ltackr cla discretização pela coordenada vertical

7; das equaçires (2) .iurrto corn a condição de contorno

ol,,^, = 0 poclc scr cscrito na f'orma matricial:

õõ= -BìiD , dõi= -tùtD , (4)

onde ¿l ó vctor-colurra de dimensão /y' dos valores da

lìrnção r7 nos níveis prcscritos no modelo (Né a quantida-

de dos nívcis, N=ll no modelo atual) e B é matriz de or-
denr N.

Substitr¡inclo na equação do calor dI por dO através

da equação cla hidrost¿itica (3), discretizando a equação

obtida ¡lela vcrtical e r¡nindo com a condição na fronteira
inf'erior (últirntr cquação enr (l)), chegamos ao resultado:

t)tÞ

-- 
/1òaì; = tltltii

T
(s)

A. llourchtein

+ .* (*' * o-' ), = l;',t' , t..,, =-(,,,,, * t,r, + rott t,) + .1i,',

+.j{*' **'), = ti,",t:,. --(,,u, *,,r, *,u,,,,) - yi,:

'r'-T' I
(ro' + at ') = l;;l',I--

22r

¡r, = -(uT', + vZ, )+ gl)

o'-o-' ll7'L
2, - r;\to'+r't'

R't" v -'l''

) = r';;1,

&=-(r*,*rO.,)
R7',+o y '

Aqui u = i, v - -¡', sãoasvelocidadescartográfìcas;

at : þ : f(p) é unr pcrfil nrédio <Ja tenrperatura;

T' = T - Z ; as outras notações são as usuais. Para sinrplili-
car a f,orma das equações, é utilizado o fator de mapa igual

a leorelevonulo.
O uso do esquenr¿r explícito "leap-lì'og"

Excluindo cle (5) rlõ corrr a.iuda de (4), obtemos:

,Jõ
, +C'dD =-('dD , C=Aß.

ëìî, + röôt,, = - rd6,,, öî, + ¿ìõ,,-- -td6..,,

,lô, +r.j,l.ó, = -rcirtO,, l= t, N .

Uninclo ((r) conr as ¡rrinreiras duas equações de (l)
discretizaclas pela veltical, obtemos um sistema semi-

cliscretizado clc trôs ec¡rações para três incógnitas õti, õl ,

¿Xl :

(7)

Usanclo a expansão espectral da matriz Ç C:SAS|,
onde S é rnatliz clc olclcllr N, cujas colunas são autovetores

¿i direita cle (.', c ¡\ é t¡llla nratliz espectral com autovalores

c2 cle C na cliason¿rl principal, fhzemos uma diagonalização

do sistenra (7), isto é, transformanlos o sistema tri-
dinrensional rro con junto de sistenras bi-dimensionais:

P= P

õtt ¿)ì, ¿V'

;* 
*- = -cl@,; I + rXr, = -tkÞ.,,i ; -l-ðo = ltlo :

áÞ

-- RTiSro= RTdo¡ , p:P,

permite reduzir o ¡rriureilo sistema ao sistenla linear ¡tala

as correções &l = rl' - q', q = tt,v,Q,!.i

(6)

(8)

(l)

onde ¿q = q" + q-' -2r1"
As equações diagnósticas da hidrostática e da conti-

nuidade são válidas em qualquer instante e por isso podenr

ser expressas na fornra:

6ø,,+õD=0 , tlro,,+ clD=0 , D= r,y + l/., ; (2)

Aqui f, síìo coelicientes da expansão do vetor fl por

autovetores da nlatliz C:

Revìsta Brctsileira cle (jeolísico, Vol. l6(l), l99ll
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ou, couro dizeur l'reqticnletìrente. atnplitudcs dos rnoclos

normais verticâis.

Depois da resoluçi'io clos sistcnt¿rs (8) r,oltanros aos

vetores î , g = ¡r, v. (l) t¡sando as fó1n¡lâs (9). Dcpcndcn-
do do modo de rcsoluçâo de cada sistctìr¿t (tì). por rcduÇí¡o

zì equação bi-diutcusional clíptica para Òôou por rnótodo
ADI, obternos unrâ r'crsâo do csqueura scuti-inrplícito clc

Robert ou csqucrìrâ scuri-inrplícito clc dircçõcs allcruad¡s.

MÉToDo ADI

Desde a decada dc 70 o nrólodo ADI tcur sido bastall-
te usado eln nìclcorologia. SLras difcrcntcs vcrsõcs síio os

elementos de r,¿irios csquctìt¿ts aprcscntados nos arligos dc
Navon & Riphagcn ( 1979). Barcs ( 1984). Cohn cr al. (198-j)

e outros.

A idéia do rnétodo ó scparar a p¿lrtc implícita do sis-
tema (8) por varilrveis indcpendentes ,r c.y scur pcrda dc
aproximação c de cslabilidadc. Ncste caso, a partc iurplíci-
ta etn relação a cada r,¿¡ri¿irrcl poclc scr r.ccluzida rì rcsolução
do conjunto dos sislcntas lineares coln matrizcs lri-
diztgonais, o quc lorna ¡tossírrel a aplicaçâo do urétodo eco-
nômico de varredura. As equações do urétodo ADI sâo cli-
vididas em dois sistcnuts. O priurciro possui a parf.c implí-
cita somente em relaçiìo ¿ì vari¿ivel .r (daqui por diante
ouritiremos o indicc i c o síurbolo ^ ) :

ìiuP +cìxV., - -rdl),. ¿)y/, = g ,

õcÞP + rc2 ùtr., = -Tc'tlu r ,

onde ÒqP =qt'-q" ,q=tt-v,{). Usando a l,,equaçâo ex-
cluínros õup da 3u e obtcnlos unra cquaçâo uui-dirnensional
em cada ponto fixo .y pa ra a varitivel ô'rly' :

W - 12 c'õV ,.r = -Tc2 cht., + T' c2 tl<I).,.,

A aproximação espacial de 2,'ordem leva ao con junto

dos sistemas tri-diagonais para encontrar a função discret¿

incógnita ð-@.

O segundo sisterna teur a forma:

ôì¡" +rð'O". - -ul{),,òì,' + rCkl/u = -rtl\),, ,

ñ' +rc'(õuo , + òv' ,,) = -r"'(¿,,, + ar,) ,

onde @" = q' - r.!'' , rl = tt,v,Q) . De urodo anirlogo pdra o

irltirrro sislcrn¿r. cltr circl¿r ¡tonto f-ixo r, pode ser obLida a

cqtraçiìo pclrr llrririlcl r':

rXlr' - r trrrxlr'.,,. = -rr' t (,, 1,,, + dv,.) - rc' èi t,' ., + T 
2 c2 cltÞ r-,

cuja aproxinurçao rc¡trcscnta o coniunto dos sistenras tri-
dilgonais.

O csqtrcnur scrui-irrr¡tlícito ADI ó bast¿rntc cfetivo, pois

lr qLrirnticladc clc o¡tcllrçòcs ó dirct¿uncntc proporcional à

quanticladc (los llotìtos clir gradc, c a aná lise linear da esta-
bilidadc nurrrór'icu nìostr¿ì r¡uc, utilizando urn filtro de

Assclin corrr o ¡lirrârnctro a. o passo do tempo restá limi-
ll¡clo. ¿r princi¡tio. ¡tclit vclocidildc do vento

tt tr-a-¿- ,-
''J1(, ïl+o (l l)

Aqui /r ó o plsso horiz-onlal. t/ é a velocidade uráxima do
t¡cnlo.

MÉToDo DB ROBERT CoM ALGORITMO
MULTIGRADE

No ntétodo dc Robcrt, usando a lu e 2u equaçâo do

sisterna (7), cliltinamos as incógnitas äø e 8, da 3u equa-
ção c obtcmos unra cqulção elíptica bi-dimensional:

AdÞ-;;,xÞ- /;: ),,,r-A(,/o) ,L =ô*" +d,,y .(12)
T -C- 

T

O csqucnta dc Robcrt é est¿ivel linearurente se o passo

r satisfaz a dcsigua ldaclc:

h
r 1--'',Fzt, ' (13)

A rcstriçâo (13) ó rnais suave do que a (ll), mas o
rnótodo dc Roberl cxigc, crtr cada passo do tempo, a solu-

çâo do con.junto dos plobleuras bi-dimensionais de
Hclrnholtz. As outr¿ts lónnulas do método são explícitas e

rcsolvidas dc modo sirnples. Por isso, a efetividade do
nlétodo de¡rende al{aulcntc da possibilidade de achar a so-
lução do problcura cliptico do tipo (12) de modo econô-
mico.

Pelo quc sabcn.ros. aluahnente nâo existe urn método

direto econôulico cle rcsolução da equação (12), isto é, um
método crria quarrtidadc dc operações é diretamente pro-

ll.evista Brasileiro da (.ìeofi,sic,rt, t/ol. t6(t), tgg\



porcional iì quantidadc clc pontos da gradc. Dcstcs nlóto-

dos os rnclhores são o nlótodo dc lr¿urslbrmaçâo rltpida dc

Fourier ("fast Fourier lransl'oruration'') c a uniíio dcstc cont

o rnétodo de varredura. T:¡is nrótodos cxigcrn O(All, ht A.I)

operações, onde A4xl, ó a qtritntidadc dos pontos da gradc.

Exceto os métodos MG, os urclhorcs dos nrótodos iterativos
(como ADI couÌ passos cfbtivos. rnótodo dc rcdução ciclico
e outros) exigeur o c¿ilculo tunlbóur cont O(AIL ln i..1) opc-

raçõei.

Os rnétodos MG loraul proposlos por Fcdorcnko
(1962) e uo nìeslì.to arligo fbi dcluoltstrada sua ccououri¿r

teórica na resoluçâo da cquuçtio dc Poisson. O primciro
algorittno econôu.rico MC aplicado uo problcrna de Poisson

foi apresentado no artigo clc Branclt (1917).

Agora .jri existeur difcrcntcs progratnâs dos métodos

MG, onde a uraioria dos quais ó lcoricanrenlc econôutica
(Fulton et al. l9tt6). Cada progranla conlóm r,¿irias versõcs

e, p¿ìra obter maior cl'iciôncia priilica. ó prcciso lcr,¿tr cnr

contâ a especificidadc clo problcrna: lipo dc opcrador
elíptico, tipo de condiçõcs clc colllonlo, dintcnsõcs da gra-
de e a razão cntrc clas. lipo dc aproxinraçâo inicial c ou-
tras. Portanto, h¿i uula larclir pruiticiì ilìlcrcss¿ìt.tlc dc csco-
lher uura varianlc do rnólodo MG rnais cfcliva para o pro-
blema eliptico dado.

Descrcvemos brcvcrr.rcntc a idéia dos rnótodos MG.
Todos os mótodos iteralivos cotì\/crgcrìlcs podcm scr rc-
presentados coulo unì proccsso dc suavizaçâo do crro ini-
cial, isto é, a diminuiçâo da dilcrcnça cntrc it soluçâo exata

do problema cliptico discrcto c sua aproxintação inicial.
Utilizando a au¿ilisc dc Fouriór, podc-sc rììostrar quc

llesses processos a vclocidadc dc convergônci¿r da solução
é altalnente dcpendcntc do conrprirncnlo clc onda do erro
inicial. Além disto, a velociclaclc de corrvcrgôncia nlais lenta
da "pior" onda (aqucla colìl iì nìcnor laxa clc convcrgência)
é que determina a convcrgôrrcia lnócli¿r clc todos os

algoritmos.

A idéia principal dos lnótodos MG consistc em divi-
são de todo espectro ondular dc crro inicial c posterior
suavização de cada intcllalo do cspectro nl gradc rcspec-
tiva, onde as ondas destacaclas são mais curtas.

Urn dos principais cotnponcntes do mótodo MG é urn
algoritmo iterativo quc suaviz-a as ondas curlas utuito rapi-
damente. Se começarmos cla grade ntais fina lgrade inicial
com passo menor), após algurnas iterações. as aurplitudes
dos erros iniciais das oltdas curtas sc lont¿un suficiente-
¡uente peqt¡enas. Para suavizar o próxiuro intervalo do es-

pectro descernos rì gradc rnais grossa (grade cour nlaior

3l

passo cnlrc os ltolìtos). ollclc ¿rs ondas do intervalo cscolhi_
do srìo r'ilis crrrrirs. Por isso o rìlcs.ìo argorit'ro itcr¿¡tivo
podc scr utilizaclo ua graclc grossa pârâ a suavização das
ondas rnais longas. Estc proccsso de aumento do passo das
grudcs ó rcpclido algunras vczcs até que todas as partes do
cspcclro sc.jant srravizadas. isto ó, até descer à grade mais
grossa possír,cl. A volla pitr¿l as grades mais finas é feita
nonlralnrcnlc alr¿rr'ós clc urn dos utétodos de interpolação.

Assint. cadu partc do cspcctro do erro inicial é suavi_
zada, n¿r partc principll. na gradc correspondente com a

rnclhor velocidlclc dc convc.rgência. A quantidade de ope-
laçõcs gaslas cnl cad:r grirclc dimiuui rapidarnente com o
i¡urncnto clo ¡lrsso dl grldc. portanto, economia
cornpulacion¿tl ó obticli¡ nit trlilização deste método.

RESULTADOS B DI SCUSSOES

Foi usado o pacolc clos prograuras BO)OvIG, desen-
volviclo por Dcnclt, ( 191t2) c :t justado para os usuririos por
Baudt' & Srvccl ( I 992). O Lrso da discretizâção do tipo de
C¿rlcrkiu p¿tr¿t ¿t cotìstruçiìo clos operadores em diferenças
lìnitas para lodirs irs gradcs. c.\ccto a grade inicial, permite
aplicirr cstc p¿tcotc ir problcrnas elípticos bi-dimensionais
cortr qualqucr nirrucro clc nós.

Descrcvcnlos irlgunrits características do algoritmo
usado:

l) na gradc iniciirl loi cscolhida a aproxiuraçíio pclo
csqucma usu¿¡l clc 2" ordclr.r:

A. lJoL¡lohlcilt

(Þ-,r- + (l)r..ri + (l)r/,r + (l),- 
I -rl(l)_ I

h2 T2 c2
(14)(Þ, = Fr;

o algoritrno itcr¡rtivo usaclo lra grade inicial é relaxações
bi-corcs dc Gauss-Scidcl por pontos ('.red-black point
rclaxatious" - RB):

2) o p¿¡cotc co¡tstrói arrlornaticaurente a seqüêucia das
gradcs quc assegura a cfctividade do método MG indepen-
dcntcrnentc do llirurero dc ¡rontos;

3 ) crn todas as gradcs coln passo maior que /z us¿ì ut-sc
operadores aproxiurados corn 9 pontos depadrão e rclaxa-

ções quatro-corcs dc Gauss-Seidel;

4) aplica-sc o csquctn¿ì de correções ("Corrcction
Schcne") no qual ctl cada grade rnais grossa cucoutranl-
sc as correções pitrit a soluçâo da grade mais fina;

5) o pacolc ofcrccc a possibilidade de escolhcr os

parântctros quc dclcrntin¿¡rn unicalnente a vcrsão do méto-
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do MG. Os principais s¿ìo: ¿r cscolha do ¡uótoclo cíclico

("Cyclic MG") ou corn¡rlcto ("Full MG"): o li¡ro V ou W

do ciclo MG ("V-cvclc" ou "W-c.yclc"): o rrirrlclo dos ci-

clos; o nírnlcro clc rclirxirçÒcs rìr.urìa gradc: a apro.rinrirçiìo

iuicial.

Atrar,ós dc cxpcrinrcntos, lbi oblida rr¡lra variantc cl'c-

tiva quc âsscgura a prccisiìo cxigicla da soluçíio com c¿ilcu-

lo menor. Foi cscolhido o rnólodo cíclico conì uso do ciclo

V. Foraur aplicados clois ciclos MC para o l" rnoclo (corn

autovalor uraior c, =300tnf s) e utn ciclo para todos os

outros. A apro.rintação iniciitl nul¿t lbi usada plrl us pri-
tneirâs ltoras da prcvislìo c lr corrcçlio clo passo ¿¡nlcrior lbi

aplicada couro aproxirrraçrìo iniciul llara its irllirn¿rs horls

dc prcvisão. Esta siluaçiìo ó ligacla ao trso dos cunr¡tos niìo

inicializados con.ro valorcs inici¿ris no nrodclo. Porlanto

ondas glavitaciouais litlsas conr grandc lrnplitudc surgcln

no começo da previsrìo. Ells quasc dcsl¡tlrcceur dc¡lois dc

l5 horas dg,ido iìs dissipaçòcs numórica c f-ísica usadas rro

modelo.

Mencionauros larnbórn. quc o rnclhor rcsultaclo fbi

atingido usaudo urn ciclo dc rclaxaçõcs crn cada gradc au-

tes dc passar para a grirdc rnais f ina ou nrais gross¿r, cxcclo

a gradc fìna iuicial on(lc lbrarìì uplicaclas clLras rclaxaçÒcs.

As condições dc fì'orttcira par¿¡ a cquaçiìo (14) siìo as

conscqiiêuciits da dclìniçio dls lìrnçòcs na gradc (l dc

Arakarva quc ó usada no nrodclo. O dcslocarncnto ¿ì dircitl
da componerìlc ¿/ c o dcsloclrncnto ll¿rr¿r b¿ri.ro da conrpo-

nentc v cnt rclação ¿ro gcopotclìci¿rl <lr lcvir iìs condiçòcs dc

Neunrann (dcfiniç¿ìo dir clcriv¿rcla norrnal AQ/õn) nas lì'on-

teiras csqucrda c supcrior. Nas ft'ontciras dircita c inlblior.
usam-sc as condiçõcs dc Dirichlct (os próprios r,alorcs clo

geopotencial). A cxplicaçrìo dcslc lirlo crlconIra-sc no A¡lôn-

dicc.

Na vcrsão anlcrior clo rnodclo ll¿tr¿t a rcsoluçâo dos

problemas dc Hclrnholtz. fbi usaclo o rnólodo siurplcs. ustr-

al e bastantc rlrpido clc rclaxaçÒcs succssir,¿ts sÌtl)criorcs
("srlcccssivc o\/errclaxatiou" - SOR) quc cxige lcolic¿rurcntc

O(ML'?) opcraçõcs. Para avaliar ¿ì \,alìl¿ìgcnr do mótodo MG

eln comparação corn o tnótodo SOR f'orarn escolhidos trôs

parcs das gradcs cs¡raciiris. O llrinrciro ¡lar ó rclitcionaclo

coln o passo /r= 150 knr c o uúrntcro dos potrlos r\y'"r L=19x19
(gradc G,) e A,lxl,:47.r-5 I (gradc (;, ). O scgundo c lcrcci-
ro par foraur oblidos pcla divis:ìo succssi\,¿t do passo cs¡la-

cial por 2, isto ó. as graclcs (i.c (i.,siìo rclacion¿tclas coln o
passo /r=75 km c corrtónr 97x97 c 93.r10I uós rcs¡tcclivir-

merrte; as gradcs (i,c (i,. corrcs¡rondcrìr ¿¡o pâsso h=3'7.5

km e tênt l93x 193 c I tl-5x20 I nós.

lrstutlo Cotn¡rlr¿rtivo tlo l)ois Mótockrs lÌco¡lirltlicos

O rrróloclo trlrcliciorr¿rl llara construçiìo dc grades gros-

sls lìos ulgorilrrros M(ì ó ir duplicação do passo cspacial.
Ncslc cr¡so cxistcrn rcslliçocs nas diurcnsõcs das gradcs: as

\'¿rrìlrìgcns clos irIgolitrn<ls MG rcvclatìt-sc solnclltc quando

¿¡rrrb¿¡s ¿¡s clinrcnsÒcs ;\ /- I c L- lsão nrírltiplos dc 2"'onde ,r¡

ó b¿¡stanlc glirnclc. Por c.rcurplo, usando a duplicação do

¡lasso iuicial ¡nlir ir glirclc (i, podcm scr constnrídas mais

qualro grldcs - ¿r írltirnlr. ruais grossa, com rcsolLrção 4x4

l)orìlos. Ao ¡rrcsnro tcnrl)o it gradc G, possui a irnica dupli-
cuçiìo clo p¿rsso - ir grlclc ruais grossa tem 24x26 nós. Por-

l¿urlo ¿r ir¡rliclçiìo clo rnótoclo tradicional para a gradc Gr é

.justilìcuclit. crìlrcllurto. l)¿tr¿t a grldc G' não.

O ¡racolc BOXM(i us¿r uur¿r discrctização não tradi-
cionirl clo ti¡ro rlc (jlrlcrkin o quc pcrutitc cscapar dessas

rcstriçÒcs cli¡lrcnsionlris. Conrparaçõcs dos rcsultados dc

c¿ilctrlos nus sr¿rclcs (ì, c (i,. (i.c G., Grc (iora\/clarâm a

inclcpcnclôncil ¡lriiticit clil cl'iciôncia do algoritrno BO)C\4G

cru lclitçiìo irs clirncrrsÒcs dit gradc. Ao nrcsrlro tcnìpo, os

cx¡rcrinrcntos nlrs gnrclcs (ir (;z c (i, ruostraralìr que o

irlgoritnro BOXMC llirrgc chciôncia não infcrior do quc

os nrótodos rrrrr I I i¡illtclcs t lirdicionais.

A corrr¡rirlirçrìo crì(rc os lrôs mótodos (SOR, MG c ADI)
l'oi rc¿rliz¿rcllr rrrrnr nrorlclo rcgional deslinado pâra o Sul do

llr¿¡sil. A rcgilìo totlrl tlc ¡rrcrrisão ocupa aproxirìradatì.tctìte

rrrna ¿'tlc¿t clc 7(XX)x7000 hrn2. Ela csth localizada, a princí-

¡rio. culrc l0 c (r() grirtrs dc latitudes lneridionais c l0 c l(X)

gnrrrs clc lorr.rlrrituclcs ocstc. Con.ro dados iniciais, foraur

rrs¿rdos os ciìllìl)os clc gcopolcncial c de r¡cnlo dc anlrlisc

objctivit do NCEP USA. A rcgião cstimada dc prcvisão

fìca dcttlro clir rcgiiìo lolirl cour ¿lfììstamcrìto uríninlo dc 2000

krn dc lì'ontcilu clu ¿irclr total.

Urrlr irlrli;rçrìo clr ¡rrccisâo do csqucma foi rcalizada

ir{r¿rr,ós clc cslirrr¿rtivtrs cltr qualidadc dos prognósticos do

gco¡rotcncilrl clc .'r(X) c l(XX) urb. Cont o ob.jctivo dc obter

virIorcs cslatisticrrrlrcnIc signilicativos, foi rodada ulna só-

lic dc.j0 ¡rrcvisrics conl urìì prazo dc antccedência de 24

Itoras ¡ritnt circlir vcls¿ìo rlo rnodclo conì passos ú=150 km e

l=75 krn. Alórn clisso lìrr¿rut rodad¿rs duas previsões de cada

vcrs¿ìo conl l)iìsso h=31 .5 h¡n. A Tab.l uroslra as correla-

çòcs das lcnrlônci¿rs clas prcrrisõcs para passo /r=75 km. As

cst i ntat ivas p¿ì r¿r o passo /r= I 50 kur são praticarncutc idêu-

ticas. Estc lcsrrltlrclo ó conscqi.iôncia do uso dâ versão

acli ab¿it i c¿r clo r r rorlc lo r r os cxpcri rtrcntos rca lizados.

As Fig.l (¡rirlir srrpcrl'icic dc 500 mb) c Fig.2 (para

supcrlìcic clc l(XX) rltr) nroslrant os cautpos dc an¿ilise ob-

.jctiva. dirs clil'clcnçus crrtrc análisc c prognóstico c das di-
l'crcnças crìtlc vcrsÒcs clistintas dos prognósticos para um
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A. lìourchtcin

(a)

(c) (d)

21S

Figurl I - (:r) Srrpcll'icic clc -500 ntb clc aniiliso clo NCIIP
para as (X):(X) TMG clo cli¿¡ .ì0 dc lblil clc 199(r: (b) clil'crcn-

ças cnlrc ¿uriilisc c ¡troglrós(ico MCì rcs¡tcclivo colu 2-l ho-
ras dc ¿rrìtcccdôncilt. (c) rlilcrcrrÇlrs cltlrc ¡trognósticos MCì

c SOR1 (d) dilbrcnçirs crìtrc ¡rlo¡inósticos MG c ADI. Os

\/alorcs s¿ìo d¿rdos cnl ntclros.

Figure I - (u) 'l'lta 500 ntl¡ hci,qlrt :\'{'l','1, tutttl),.:.ì.:.ttt 00;00
GA.'17' 30 trpt'il 199ó: (l¡) tli.l/i't'attcc,\' b(tvaan /lta uttul),.si.s

ond crtrrc,s¡lttnrIing 2I httnr.¡ .\I(ì.fitt.t:r.tt,:./: (r,) tIi.l/þt.cnr,c.t

helv,can t\l( i unl ,\Oll .fitrattr.st.t; (rl) tli.//itranr:as ltatl'r:ctt
ÀlG ond .'Il)l .fi¡reut.tt,¡. 'l'ltc tttluc.¡ tu,a itt tnt'lct..t.

(a)

-t.t

clos cli¿¡s cl, súric. As cr ir'crc.ças uriixiuras c uródias
r¡rilrclriiticlrs crìcorìlr';r(Lìs crrtlc MG c soR ncstc dia são 0. I
c 0.02 

'rcl 
ros ¡'rr';r ;r'rttirs trs s,¡rcrfícics (dc -5(X) c dc lOfX)

rntr). As dilcrcrrçlrs t.csl)ccti\';ts cntrc MG c ADI s¿ìo 4.8 c
l.-l ¡lrctros ¡lrrlr l srr¡tcr'llcic clc 5(X) rnb c 6,1 c 1,5 urclros
¡llrlr ir clc l(X)0 rrrtr A vlrriuçlìo dc dia a dia não superou
6( )(Z¡ clos vtr lol'cs i I rcl ic;rclos. Assi rtr as difcrcnças cnt rc prog-
nós ( i cos l)o(lc ltì sc l cor rsi clcr¿rclas dcsprezívcis.

(ltrcl:r rrrn clos rr'ôs ruólodos (SOR, MG c ADI) foi apli_
cltclo na rcsolrrçtìo clc c¡ulrlro ¡troblcurls do tipo (12) com
¡rlriorcs ¿trrlor'¿rlol'cs r',r. ¡tois os oulros modos vcrticais são
lc tt t os (r,. 

, , . I lilr ',r') c ltorlc nr scr dci.rados scm corrcções.
Ncsl¿r tltrclìr. llls tllrdcs colìì o passo å=150 kur, o método
LIOXMG liri l.ti lczcs rrlris riipido do que o método SOR.
Sob o uso clirs,¡:,rirclcs ¡nrris fluas cotìl pâsso å=75 kn, o
nrótodo BO.XMC lìri 2. I vcz.cs rnais riipido do quc o SOR.
l"crrclo cnr vistlr r¡rrc lr rcsoluçâo dos problemas (12) pelo
rrrótoclo SOR ocrr¡lr irpro.rirnadarncÍT.c 261%t do tcmpo
corrr¡trrtucionlrI clo IIroclclo baroclinico com rcsolução Iìna,
ó lìicil ¡;rcvcr qrrc rrsirnclo IIOXMG cut \/ez do SOR ó pos-
s ír'cl ccorrorr r i zlì r cr ì ì I orlìo clc I 4%, do tctnpo colìrputaciorul
totrrl. Rcalrrrcrrlc os cr¡tclirtìcrìtos cour o modslobaroclínico
nroslr¿tüuu (luc rtit srlrrlc f ina ¿t \/crsão corn SORgasta 605
scg c ¿t r,crslìo coru llOXl\1C. 520 scg pâra ¿l ntcslìra quali-
cLtclc clc ¡trcvislìo. Sc r¡sitltrros o pâsso espacial /r=150 knt,
os r'¿rlorcs rcspcctivos sâo 6lì scg c 60 seg. Finalmente, a

nìcsrììa qrlrlicllrclc clos prognósticos foi atingida nas grades

conr píìsso lt=37.-i l<lr¡ rrsando 77 min do tcmpo
corn¡trrlacion¿rl rr<l nlótodo MG c 94 miu r.ro método SOR
(cnr torno clc lli'2, clc cco¡ronria). Todos os cxperiltlelttos
l'or¿r rn rca I iz.lclos tì o co rrr ¡trrlaclor DEC-3000.

A ccollolllilr c<lrn¡ttrtlrcional conseguidâ com o uso de

BOXMG ruìo irtirrgirr o rcsult¿rdo do rnodelo semi-ilnplíci-
lo ADl. quc g,itslit sonlcntc -56 scg ltas g,rades colìt passo

/¡=l-50 kru c -l-i5 scu nas grldes finas com h=i5 ktn. A
cornparaçlìo clos lrro¡inósticos nos métodos ADI c MG
nìoslrou su¿r coirrciclôncil priitica. Mas ó prcciso destacar
quc cslc lcsrrltlrlo l'oi cotrscguido colìl o uso dos ureslnos

p¿rssos lcnìpontis r=720 scg para å=150 km c r=360 seg
pitra /r=7-5 l<nr) crrr ¿uìtbos os ntótodos. Entrctauto, cstes

plìssos lctnporlis slìo ¡niixinlos para o modelo ADI,r uras

no ruodclo dc lìotlcrt clcs podem scr aumeutados em

(t+ ø)l(l - q) \'czcs crìì corrcspondência aos critérios
dc csl¿tbiliclartc (l l)c il3). Pitra q=0,2, usado no lnode-
lo. o cocfìcicnlc clc r¡rrnrcnto do passo ó aproximadâtnente
1.22 . lsso sigrrilictr r¡rrc ¡todc-scdiminL¡ira quantidâde de

opcraçõcs crrr l.l2 r'cz.cs. Então o tempo courputacional
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Tabcla I - Car¿rctcr'íslicrrs dos cscplcrn¿ìs corn passo 7-5 krìr

para prc\/isões conì pr¿tzo dc ¿urtcccdônci¿r dc 2-l horits. r',,,,.

rroo0 sâo corrclaçõcs das lcndô¡lciais pirra supcrfícics dc

500 c dc l(XX) nrb: r" r( ó pusso lcrn¡rorirl (scg) c lìiltìcro
dos passos: CPU ó lcnìllo cornllutacion¿rl girslo rìunì¿t prc-

visíio (scg).

'l'uhlc I - 75 l¡ttt .schcntt'.t r:ttttc:lari,slit:,s.fitr' 21 lrttru',t'

inlegral.ion. /".uu. /',,uu, ttra tttt't'alutiotts of tantlcncit,t.fot'

-i00 tnh and 1000 nth.;'ttt'fitr:c,t. r. K i.t'tinta.tta¡t (,sac:) ontl
nunrhcrof',steps: ('l)(ii,,;t:t¡ttt¡tttlarlittraut,t't .fitrona.fi)t'(cd.\t
(sec).

gasto no nrodclo clc Robcrt rru gradc fì nit ó 42-5 scg c lt.tcnor

do que no nrodclo ADl. Os rnclhorcs pârâluclros dos cs-

quenrâs MG, SOR c ADI ¡tirra o p¿tsso /r:7-5 krn sâo colo-

câdos n¿r Tab. l. As lcnt¿rlir'¿rs dc dirnirrLril o parântclro rr
no fillro dc Assclin c usiu'o rurrior'¡lrsso lcrrr¡toritl lìo nìo-

delo ADI nâo [or¿un bcrn srrccdidils I]orquc lcvltrirlr lr ilrs-

tabilidadc nuurórica do csqucrna.

Lcvando erìl colìl¿t o rcsullado lcórico dc Tarrgrrar' &
R.obcit ( 19116) conlìrrnaclo ¡rralicarncntc clu viirios csquc-

ntas (Bales l9tl4, Cohn cl al. l9lì-5 c outros) sobrc it ocor-

rência dc queda nipidir rra ¡rrccis:ìo dos prognóslicos no

método ADl, quando o passo do tcmpo sc clc\/¿ì ltpro.\itnlt-
damentc 30 minulos. o lnótodo MG podc scr collsiclcritdo

mais útil.

Finalmentc salicnta¡lros quc os rcsullaclos obliclos s¿ìo

r,¿ilidos sorncntc par'¿t o cilso do lnodclo rcgiorral orr clo

modelo dc urcsocscala. cnr quc o li¡lor dc mapa n¿ìo virri¿r

considcravclmcnte. Caso contr¿irio, srtrgc a ueccssid¡dc do

uso de algum algorilnro MG nrais soñslic¿ìdo. quc podcria

levar ató à perda dc cfìciôncia do c¿ilculo. Unr cxcrrrplo

deste tipo foi aprcsentado no artigo dc Bltcs ct ¡ll. ( 1990).

no qual a pârtc inrplicitir do nrodclo barotrópico globitl l'oi

reduzida alé a equaçâo clc Hclrnhollz clìì loda a cslera corn

variação colÌsidcrii\/cl dos coclìcicrìtcs por causa da nru-

dança crucial na rclaçiìo ctìlrc os p¿tssos pcla lougitrrdc c

latitudc. lsso levou ¿ì ncccssidadc do uso dc um procccli-

mento de suavizaçâo corn lilthas-rclaxaçõcs ("linc-

rcl¿r.r¿rtiorrs" ) c conr clircçÒcs dilcrcnlcs nas rcgiõcs distin-
tus. O llgor itrrro lbi rc.jcitudo poslcrionncnlc por causa da

irrllcxibiIirl;rrlc tlirrrcnsion¿rl c da cñciôncia niio suficiculc
cnl lìrvol rlc rrrrr lrl¡rorilruo dirclo dc lransforuração rzipida

clc Forrricr' ( llirtcs cl ul. 1993).

coNctLUS.\o

As ct¡tr;rcocs brrroclírricas adiab¿iticas forarn inlegra-
clirs nu¡rur lilcrr lirtrilirdrr rrsi¡udo dois lnótodos ccolìôrìricos

(MG c AD l) no coltlc.\lo ([o csqucrìta scnri-inrplícito. Anl-
bos os lrlront¡rros lôrrr critório dc cstabilidadc rclacionado

co¡u ¿r vcklcrill<lc do vcnlo c cxigcrn .'1l,rl opcraçõcs par¿ì

crl(lrì l)itss() I ertr¡ltrrrr l.

A prccisrio c cliciôrrci¿r clos dois nrélodos foi avaliad¿

irlrit\,ós clc irrtcgt'lrçòcs cotìl ulìì prirz.o dc imlcccdôncia dc

2-l horas rctrlizlrcltrs tìiì gr¿tdc ('corn passos cspâciais difc-
rcntcs. Clonìo rllrclos ilriciais lorant usados os cantpos dc

llcopot0ncirìl c vclìto rlc lrnlilisc ob.jctivo do NCEP USA.

Um¿r lirrilullc nu¡is cl-cliv¿r do ulétodo MG foi cscolhida. A
corrr¡lrnrçlìo rltr úllinl¿r coln o rnétodo SOR dcmonstrou a

virnllgcirr cviclcn{c clo nrótodo MC. A colnparaçâo cntrc a

vcl'stìo rruus clL'tivlt clos lrrólodos MG c o rnólodo ADI rc-

vclou ccrtlr \ t¡rìtltgcltì clll tóc¡rica dc scparação pâra o ntcs-

ilìo pirsso lcilrl)ot'ltl. A cscollra do scu próprio passo f pcr-
¡uiticlo ¡rclrr currcliçiìo cla cstabilidadc lincar lcvou o móto-

do MC i¡ scl unr porrco nrais cfclivo.
Arrrbos os rlólodos cm considcração podcnr scr iu-

cor'¡rorlclos rlc nroclo scrnclhaulc rìos csrplcnìâs sclni-iln-
plícitos scrni-llrgllngiltnos quc possibilitam aunleutâr o

plsso I trtó I lrunr. ¡tclo nrcnos parit a p¿ìrtc dinânlica do
nroclclo. Prclcrrclclnos rcitlizar cssas vcrsõcs do rnodclo fu-
lr¡rirnìcnlc c. ¡lrrll icrrllrnncntc, ar¡aliar a influência do crro
dc sc¡rulrrctìo rr;t ¡trccislìo clos c¿ilctrlos.

APENDICIi

A¡rrcscnlirrrros a dcduçâo das condiçõcs dc fronteira
tua gradc ( 'pirllr o ¡rroblcrna cliptico (14) num caso simplcs

clo sistcnrir:

(Al)

Discrct izlnros (A l) na gradc C'uni-dinlcnsignal usan-

do o csqrrcrur scrni-irrr¡rlícito:

l),-(u, -il

Reviskt lJru.;ileint cle (ìcolìsit'u, Liil. l6¡l), l99ll
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: il'-tt'..

I tl

,À¡_l

A. llot¡lclrtcilt

(A:ì)

(A{)

Subsliluirrdo ¿¡s c\prcssÒcs l)¿¡rit //-'clir ¡rriltrcir:r cqrrir-

Cão (42) c das condiçÒcs (4.ì) nl scguncll cquaçao (42)
obtemos o scguirrtc sislcntit ¡ltra irrcógrrit'ts (l)-' '

(Di,t -zq)'i + 4)' 
I
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colìÌ condiçocs nas c\trctrriclirdcs

2lt2lt

(lr. = llt. (l),, = /1,\,

<lti=¡p\)..¡=2

ui = ¡¡,, rri, - l/,,,

oí-o; 4

h' 12TL'

oudc

.N-t

,À/-1.

(l)o,r -2(l)'+(lt'r -t
+

l¡' r-(-
"l(p ( l)': -

,; ='\:-'t':l*.1.,,r,r- : ["t ,i,,"i 
*"''' i,' ')

O sislcrrr¿r (A-l) ¡tao ilrclr¡i o vitlor (l)r. c para scu l-c-

clìalnerìlo ó suficicnlc rrsirl u condiçr',o <[r,.,'=f1,,. Dcvido ¿ro

valor ()r' scr dcs¿lcolllaclo (lo sistclììit (A-t) clc podc scr

escolhido arbitrariarncnlc. Por cxcnìplo. ¿tdolâudo a colì-
dição <ll,'= (l)r¡ ou. o quc ó cqrrivllculc. ir corrdiçäo clc

Neurnann crn clilbrcnçits ((l)r' - <l¡., )lh=0 ¡roclcnros rccs-

crevcr o sistcrììa (A-l) rrir l'ol'rrri¡.

(Þ;+r -2(Þ; +(l); r _ -l

lÌ ,.r,1'1"., = (2'i' . .i = 2.

com condiçõcs colnplclncnl¿rrcs clc Ncurn¿rnlt iì csqucrdir c

de Dirichlct ¿ì dircit¿l:

oí -o;
= 0, drl, = //^,

h

Essa dcmonstraç¿ìo f ¿rcilrncntc sc cslcrrdc ¿ro caso bi-
dilnensioual.

Retista ßrusileiru tla (ìcofìsic'tr. I'¡,1. l6(l), 199,9
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COMPARATIVE STUDY OF TWO ECONONI IC NI E,TI{ODS APPLIED TO A
NTIMERICAL SCFIEME OF WEATII I]II PIIEDICTION

Scvcr¿rl vclsìolrs ol lltc rnrrlligritl rnclhotl lrrc rrsctl in llrc
colìto)it ol'¿r rtulttctictrl biuoclinic ¡ltotlcl trrrrl irtc cont¡ltlctl lo
lltc lltorttltirtg tlilcelions irn¡rlicrt ¡trclltotl. lJollr lltclhotls rrrc

tho rlillr¡rclrt ootììl)orìc¡ìls ill tltc crrlctiltn scrrri-irrr¡tlicit scltcntc
irr s,lrioh thc lirrc¿u lclrrrs uitlt eollsllrrrl eocllicicllls iue
apploxirnttcr.l bv lhc ilrrplicit tìrllìtìct iultl thc olllcl o¡rcs ruc

t'cllctl [11, thc cxplicrt 
'ì¿llì.cr.'l'hc usc ol' tlrc vcllio¿tl lìornt¿rl rrrodc,s ol' lhc tliscrctc

¡norlcl ¿rllou,s lo tr'¿urslìllrr lltc, .ì-tlintr¡nsiotrlrl lilrcll clli¡rlrc
systcrn lirl irtr¡rlicit ¡llrrl irr lr sct ol rrrroou¡rlctl 2-tlilltc¡rsioll¡l

l.rtoblr:rns. lìoth lltc: rrltcrrrlrtirrg tlilccllons llrtl ntulli.!.llitl
tnothotls ulo lpplictl lo corrceI olllt' thc lirsl lirr¡r vcr'licirl lrrotlcs

ol'lhr¡ rttotlcl. bcc¿rttsc lltc ¡rlltet otìcs iuc slou irntl e¡rrr bc

ttc¿rlotl [rt,lhc oxplicit lnotlc- uii¡ls lhc [:irp-lioq schcrrrc.
'l'ho applicirtiorl ol lhc rrlteln¿rlirLl tlircctions irl¡rlicit

nrclhod to lhc lillcirr lelllts irllorrs lr'¿urslìllrri¡lu tlrc irl¡rlicil
plrt ol llrc schclllr¡ ilr rr scl ol l-tlintsllsionirl clli¡rlrc plobluns.
'l'hc llrst otìcs ¿uc solvctl bv lltc ccononlicul srvcc¡rilr9 ¿rlsotillllt
('l'lrorrrirs lrlgor illrrtr'¡.

'l'ho apploxirnlllon ol' lllc siurro lirrcll lcllls br' 1hc

C¡'¿urk-Nicolson rnollrorl lctrds 1o llrc sct ol' 2-rlilrrclrsio¡lrl
llclnlhollz's problcrrrs. l'hoil solrrtiorr irr rr grirl ol.
itpproxitttrrtcll'. IO0s I00 ¡roirrls bv llrc ollssic riucue ssi\ c
ot,clrcl¿rNlliorrs ¿rlsot ilhln s¡rolrrls rnrrch corrrIrrtrrliorrul lilnc.
Multiglitl ¡lrcthocls ollcr lhe possihililr, 1o tlirnitrislr llrc lrullrbcl'
ol'r:orrtpulltion.

'l'hu linio slo¡r irllou'ctl lrl thc lllc'rr sl¿rbilitl contliliolr
is a lrttlc biggcr lìrr llrc vclsiorr ol'sclrclrrc n,ith llrc Llsc ol'
mulligritl nrcthotls 1h¿ul lìrr' 1hc vcrsiolr u illi thc, usc ()l' llìc

lrllcrrl¡lirrr.l tlrrtcliolrs rrrr¡rìicil nlothotl.'l'lrc plrrgrrostic liclds
ruc ¡rrircliclrllr rrlcrrlieirl ill llrlh lnclhorls. So. thc irclvlrrtago
ol oltc ol llrt rcrsion:; tlr:llonrls csscnti¿rlly olt thc
cortt¡rttllrliorrrrl llllc eosl lìl ir prorliotiorr. 'l Icolclicallt'. tho
rrllc¡¡rirlinu tlrecliorrs nrctllod ls lhc lnrrltig¡id lncthocl ¿rro

ceottottìic rtllolilltttts bccrtLlso tIcir <¡trtrrrtitf, 6l'6pcruti¡rrs is

tli|ccllr'¡rto¡ro¡¡¡o¡1¿¡l lo tttttltltct Ol'poittts 0l'1ho gricl. lltrt" irr

¡rllrclicc. lìre rnclllorls tlcrrlrrrtl ¿¡ tli l'l'orcnt cornprrtltiorral
rcsoutcc lìr¡ lirctl !¡irls.

À liintl ol rrlultitritl ¡rrclltorl urrs sclcctotl thlorrgh rrr¡lltcric¿rl

cr¡rcrirrcrrt:; rìi llle tìì():;l cllL'elivci'clsio¡l lillthcclliplir:¡troltlcrns
tìcscribctl. I ltc :rrlr lrnttruc ol llrr; ntLllligritl lnclhod in cornplrlisorr
rr il lr llre succù:,i;i \ ù ( )\ cr I clil\it liotì oltc is r'¿rl Lrcd. 'l hr: cotn ¡.irlisort
lrcltrccrr llrc rrrrltiu¡iti rrntl llrc irllollu¡ting tlilccliorrs nìcth(xls is

|ctlìrttttctl lìrr rrtious sPlrcc.ulirl. lilt tllr: lillc ntcslr nrotlcl llr
lllc corìtc\l ol lltc I,.rrìcr irrn scrrri-irn¡rlioit sollclrrc ¡r (luitsi-
cc¡triliblitrrrr oI lroll1 ¡¡¡!'1111¡qls is tlct¡tlttstr¡tctl.

l'ìollr irlrr':;liqirlctl lrìqolilhrrrs cl¡r llo inolt¡tlccl in ¿r silni-
li¡r rrirl irr llre r;cnri-l,lrgrrrrrgirrn schcrrrcs u,hir:h porrnit tirnr:
:ìlcl)s Lrl) kr I lrotrr. ln llris ctrsc. ¿rs it u'¿rs clcnionstralcd irr
sclcntl \\ orì\i;. tltc llctltotls ol' sc¡lurlliorr i¡l t'cl¿rtion to tintc
Iosc lrccr¡nrcr in corrscr¡rrcrrco ol'llrc nrpicl ittcrclso ol'thc
lttt llotttio¡l e rrot rt lìc¡ lhc tilno stcp is cxcccdcd.
it¡r¡rrtttitttitlcìr. .ìO ¡lr¡nLrlcs. At lhc sl¡rnc tirnc. rnultigli<J
rnclhorls itssr¡tc llì irccc¡rltrbìc lct,ol ol'tho lrt¡nr:¿rlioll ctrrlr lìrr
slc¡rs lrlorrrrLl I ltou¡. l lcncc llrc Iast o¡tcs rnít\/ prt:scnt thc

¡rrclcrrcrl nntìl( ticrl tccltnirltrc lìrr solving thc r;lliptio probluns
lcllrtctl lo llre int¡llie it prrll ol'thc scrni-l,uglangian scrni-
irrr¡rlicit rìro(lr'l:ì.
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