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( ) ( )3 1 3x , 0x x xf z= - =

&����� jx � ��#���������	����	��������	�����%��� �&�'#���� �	(��	���
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1 2
1

Minimize
, ,

N

j jx x s s xa a a a a

a
t

=

= Dä (1)

�*�-��������


( ) 0, 1,..., ,s Na a a= =� (2)

&����
� t � �� ���� ��	"������ 	����� ���� �	(

1

j j jx x xa a a -D = - 


( )jx xa a= ���#�������������	(������������&�������a-�������)	��


( )0 0
jx x= � �� ���� ��*���� #�����
� ( )N N

jx x= � �� ���� ����"��

#�����
� ( )s jsa a= ���������&�����"������	������a'����	(��
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s.dx s.v .
ray ray ray
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a
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2sa 
� 3s
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A

5 1 3 1 ,s sa a a azF = D + D µ

2 2 3 2 0,s sa a a aVF = D + D µ =

3 1
3 1 3 0,

s s
x xa a

a a a a aF = D µ - D µ =� � (5)

3 2
4 1 3 0,

s s
x xa a

a a a a aF = D µ - D µ =� �

( )5 s 0,a a aF = =�
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( )u 0,F = (8)
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1 1 1 1 1
1 5 1 5 3 4 5

1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 3 1 2 3

,..., ,..., ,..., , , , ,
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N N N N N

N N N N Nx x x x s s s s s s

t
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f f f f f f f+ + +F =

=
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�� ���"�

( ) ( )( )uu u for u ,K KD ÖÐ F = F D
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( ) ( ) ( )u u u ,K+1 K K= +D (9)
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( ) ( )s 1 1,..., .anis iso i Na a a= g + - g =� � � (11)

&����� anis
a

� � 	��� iso
a

� � 	��� ���� ��#������ ���	����� )��� ���

	������#���	(����	���)�����	�������#���	(���
����#���"��(��%�����	����

�	(����� �����#�� ������ =g�R� �>
� �	�� ���#������	�� "�������

( )2
11 22 33max , ,i a a aa = 
� 	�� �	��� �	(��
� &���� � 	��� ���� �����(

����	� �����	�������*�����������������	����=���;��O:
��CB�>�

@������&���	�"����	���	(���������	��)�	���	(����������#�
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����u=g�R��>�����"	��(����#*���
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)����&���%�����	���*����)���0�&�������	�����=C>�)���	���&�g�R g�S
D�g������#*����=$2�L:�%MJ�@I:,�%:,0
��CDE>A

������"�

u

u u
, for ,

d d d

d d d

F = ÖÐ F +F g = 0
g g g (12)

�����	���0�&�������	�����)���

( ) ( )0 u
u u

y

d

d
g + Dg = g + Dg . (13)

%�������	���*����0�&���'�	#������+*	�����=C>��,)�����0�&���

���������������� ���"����� ��Q� ���	����
��	�"��$��	��� ��	��� 	�	��

�)�������"����������*��������"	�*��Dg�	��������*���������	���&	(

*����g = 1����*	��(
�&���	�����)����g�= 0����g�= 1� ���������#

Dg�= 1��P����g�= 1
�����������������������������)�	������#���	(���

&���)�	������)	����

������������� �	� ����	��
� � %��� ��1�� ���#� �� ��� ��)���� ���

����)	����)����)�	���	(�����������������������G��#�����*����	�������"��

"����	��(�	�������%����������*���


( )3 1 2, ,x h x xa a agz= + (14)

��
�&����g = 0
���������)	����	���)�	�
�	��
�&��� g�= 1
����

�����������)	����	���	���"����%�������)	����	�����)�����(��#��)(��

	� ���� �)� #����� ( )1 2,x xz � �"��� 	� ���� )��� �	��� ����)	���� @'�#���

����#��	���� 	��� *���� ��� ��)��� ���� ����)	���� 	��� �"	�*	���� �)� ���

��+*�������"	�"���
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u

u
,

d d

d d

F = ÖÐ F +F g = 0 ,
g g (15)

	��

0 u
u +

d

d
= Dg ,

g
u (16)

&�����u=g = 0>����������*�����)��������&����������*	����#�����*���

���������������������������������0�&���	�������������

���	����*��*���&	��	���"��
�������1�����#��������"����������"���������

����������)�*�	����	##�(������������*	����#�����*�������������	���


( )x x 1 x ,new old
rec rec rec= g + - g (17)

&����� ( )x , ,rec rec rec recx y z= ��L����g�= 0���	���	�#��"�*�

���#*���� ����"���#������	���g = 1� ������&� ����"���#������ )��

�	(#	������#*�	����

%��� ��	����� �*���� )��� 0�&���� ���	����� ������ )���� ���

���*���T�)

u X

xu
0 ,

rec

recdd d

d d d

F = ÖÐ F + ÖÐ F =
g g g (18)

&��

0 u
u + ,

d

d
= Dg

g
u (19)

�����u(g�= 0)����������*����)�������#��"�*������"���#������
%����	���#�����*�����	##����)�����*���������*	�����%���������#�����

�1#���������	��������	����-*�����	����������	������)�����"���#�����

)���������*����#������	������	��"���+*	�����
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����*����/����(
�0�&���'

�	#����� ���	����� )	��&�����	��1�Ð
u
F �� ���*�	���%������*��� �

��"��	�����	������*�����	(��	���A��"���	������)	����	�����#���
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�&�����������	�������	(������������*����	�������"��
��&�'

#���� �	(��	���� ���"������ ��� 	� ������ ��	-�����(� ��#������ ��� ��	�
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� �� ������ &����
� ���(� 	� ������ ��	���� �)� ��	"������ �*�)	��� �
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