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ABSTRACT. In this work, we study theoretically and numerically new implementational forms of the image-wave equation for depth remigration. This is a partial
second-order differential equation similar to the acoustic wave equation. We determine, additionally to consistency and stability, the conditions for dispersion and
dissipation of six finite-difference schemes for this equation in different forms, obtained by a change of variables. These conditions cannot be simultaneously satisfied,
i.e., aprecise result is not easily obtained. Numerical tests confirm the theoretical stability results for three of the investigated schemes but fail for the others. Of the tested
schemes, the ones forward in the velocity variable and forward or backward in depth were the most useful ones in the sense that they satisfy the theoretical predictions
about their stability and can be utilized to realize the image-wave propagation, the former for increasing velocities and the latter for decreasing velocities.

Keywords: image-wave, remigration, finite differences, numerical analysis.

RESUMAO. Neste trabalho estudamos tedrica e numericamente novas formas implementacionais da equagao da onda imagem para remigragdo em profundidade.
Trata-se de uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem semelhante a equagdo da onda acUstica. Determinamos, além da consisténcia e da estabilidade, as
condic@es de dispersdo e dissipagdo de seis esquemas de diferencas finitas para esta equagdo em diversas formas obtidas por mudangas de variaveis. Estas condictes
nao podem ser satisfeitas simultaneamente, i.e., um resultado preciso ndo é de facil obtengdo. Testes numéricos confirmam os resultados tedricos da estabilidade para
trés esquemas, mas falham nos outros. Os esquemas avancados na varidvel da velocidade e avangados ou atrasados em profundidade foram os que tiveram os resultados
mais proveitosos, pois estes esquemas satisfazem as previsoes tedricas quanto a sua estabilidade e podem ser utilizados para realizar a propagacdo da onda imagem,
sendo o primeiro para velocidades crescentes e 0 segundo para velocidades decrescentes.

Palavras-chave: onda imagem, remigragdo, diferencas finitas, andlise numérica.
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INTRODUGAO

Este trabalho aborda a pergunta de como resolver a equagdo da
onda imagem para o problema de remigracdo em profundidade.
Este problema provém da prospeccdo sismica, na qual o objetivo é
aconstrugdo de umaimagem das camadas geoldgicas no subsolo
apartir de registros de ondas que propagaram por este meio. Esta
construgdo de uma imagem do subsolo é conhecida na sismica
como “migragdo”. Quando é necessdria a atualizagdo da ima-
gem do subsolo, obtida anteriormente mediante o uso de um mo-
delo incorreto da velocidade de propagagdo de ondas no subsolo,
correspondente a um modelo melhor, fala-se de “remigracdo”
(Hubral et al., 1996).

A necessidade de melhorar a imagem obtida é freqiiente na
sismica, uma vez que o modelo correto da velocidade de migragdo
nao é conhecido e tem que ser determinado durante o processo
da construgdo da melhor imagem possivel. Portanto, convém
variar 0 modelo de velocidade e construir as correspondentes
imagens. Quando é feita tal variagdo da velocidade, observa-se
que as novas imagens dos refletores (fronteiras entre as cama-
das geoldgicas) comportam-se de forma similar a propagagdo de
uma onda. Em meios homogéneos, esta “propagacdo” de ima-
gens é descrita por uma equagdo diferencial parcial semelhante a
equacdo da onda (Fomel, 1994) que, consegiientemente, recebe
0 nome de “equagdo da onda imagem para remigragdo” (Hubral
etal., 1996).

Existem equag0es da onda imagem para a remigragao em
tempo e em profundidade. A utilidade da equagdo da onda ima-
gem em tempo jd foi comprovada na pratica (Jaya et al., 1999).
Apesar da teoria ser desenvolvida para meios homogéneos, as
equacoes podem ser aplicadas em meios ndo homogéneos. Re-
sultados recentes para a analise de velocidade, usando a remi-
gracdo em tempo, também mostraram-se bastante promissores
(Fomel, 2003; Novais et al., 2008; Schieicher et al., 2008). Neste
trabalho, tratamos da equagdo em profundidade.

0 objetivo concreto deste trabalho é a analise de métodos
numéricos para solucionar a equagdo da onda imagem, com a
finalidade de contribuir com a andlise de velocidade de migragdo.
Como foi mostrado em Fomel (2003) e Schleicher et al. (2004),
0 uso da solugdo numérica das equagGes da onda imagem em
tempo e em profundidade possui um potencial neste sentido. Para
a remigracdo em profundidade, este potencial é dificil de ser ex-
plorado, principalmente por causa das dificuldades numéricas,
especialmente a dispersdo numérica dos esquemas de diferengas
finitas estaveis. Aqui continuamos os estudos desta equagao que
foi iniciado em Schleicher et al. (2003, 2004), onde foram tes-

tados esquemas explicitos do método de diferencas finitas para
diversas aproximag0es da derivada mista assim como algumas
mudancas de varidveis para a velocidade de migragdo. Em to-
dos os casos estudados anteriormente ndo foi encontrado um
método numérico que faca a remigracdo em profundidade através
da equacdo da onda imagem sem que ocorresse um forte efeito de
dispersdo numérica, mesmo que a estabilidade e a consisténcia
do método estejam garantidas.

0 efeito de dispersdo ocorre quando ondas de diferentes
freqiiéncias propagam com diferentes velocidades distorcendo,
desta forma, o formato do pulso da onda. Quando as velocida-
des das ondas de diferentes freqiiéncias realizadas pelo esquema
numérico sdo diferentes da solugdo exata do problema, fala-se
de dispersdao numérica. Este efeito, intrinseco de métodos de
diferencas finitas, aqui é tao forte que influéncia a resolucdo nos
testes numéricos quando usamos o metodo de diferengas fini-
tas para simular a propagacdo da onda imagem. Para cada um
dos esquemas investigados em Schleicher et al. (2003, 2004)
observou-se que o comprimento do pulso ndo se mantinha igual
a0 comprimento obtido pela migragdo direta dos dados para ve-
locidades correspondentes. Esta desvantagem do método pode
ser observada quando comparamos 0s resultados da técnica de
remigragdo com imagens migradas correspondentes, obtidas por
migragdo direta dos dados sismicos originais.

Motivados pelos resultados obtidos em Schleicher et al.
(2003, 2004), estudamos outros esquemas de diferengas finitas
g, principalmente, outras formas desta equagdo. Além disso, es-
tendemos nossa investigacdo para dispersdo e dissipagdo com o
intuito de minimizar estes efeitos indesejados que aparecem na
remigragao.

Equacao da onda imagem
A equagdo da onda imagem € representada pela equacdo dife-
rencial

v
Pxx +pzz+;pvz=0, (1)

onde p(x, y, v) representa o campo de onda, x € z represen-
tam as varidveis espaciais € v a velocidade de migragdo, supos-
tamente constante. Nesta equacdo, a varidvel de propagacdo, no
entanto, ndo é o tempo como no caso de ondas fisicas conven-
cionais, mas a velocidade de migragdo, v. A condigdo inicial
para 0 problema é dado por um campo de ondas migrado, po.
As condigBes de contorno sdo, em conseqiiéncia da falta de da-
dos fora do dominio a ser migrado, tomadas nulas.

Observamos que em comparagdo com a equacgdo da onda, ao
invés da derivada segunda com respeito a varidvel de propagacéo,
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a equagdo da onda imagem contém uma derivada mista que en-
volve uma coordenada espacial. Por isso, 0 campo de onda p
descrito pela Eg. (1) possui um comportamento cinemético dife-
rente das ondas convencionais (Fomel, 1994; Hubral etal., 1996).

Mudancas de variaveis

Assim como foram testados outros esquemas de Diferencas Fini-
tas (DF), também estudamos a possibilidade de uma mudanca de
variavel na equacdo diferencial da onda imagem, com a finali-
dade de melhorar as propriedades de estabilidade e dispersdo.
As transformag0es mais promissoras sao a = v? (¢ € R) ou
B = In(v/vg), onde vy fixo representa o valor da velocidade
de migragdo para a migragdo inicial. Para esses casos, chegamos
nas seguintes equag0es diferenciais

qa
a=7: Pxx +pzz+7paz=0' (2)

B=In@w/vo):  pux+ p+ épﬁz =0. (3)

No segundo caso, tomamos 8 = In (v/vg) de forma que
B seja adimensional. Observa-se que a transformagdo 8 =
In(v/vo) elimina o fator que depende da varidvel de propagagdo.
Infelizmente, uma transformagdo correspondente ndo é possivel
para a varidvel z, uma vez que esta introduziria outros fatores
dependentes de z para o termo p...

DIFERENCAS FINITAS

Para a implementacdo de DF, consideramos uma malha, cujos
pontos sdo representados da forma

X, zn, V1) = (X0 + mAXx, zg +nAz, vg + [Av),

sendo xg, zg € vg Valores iniciais, Ax, Az e Av incrementos
em x, y € v, respectivamente, & m, n e  ndmeros naturais. Além
disso, p,ln’n denota 0 campo de imagem no ponto (x,;, z,,, vy)
da malha.

Para as derivadas segundas espaciais, usamos aproximagoes
de quarta ordem (Strikwerda, 1989; Thomas, 1995), i.e.,

1

I o s@ 1 /
(pxx)m,n ~ 8x,4pm,n = m [_pm+2,n

1 / ! !
~Pm-2n + 16(pm+1,n + pmfl,n) - 30pm,n]

€ uma expressdo correspondente para p... Observa-se que a es-
colha de esquemas de outras ordens nas derivadas espaciais nao
alteram os resultados principais deste trabalho. Por outro lado, a
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escolha de um operador de DF para a derivada mista é muito im-
portante. No que segue, consideramos seis aproximagoes dife-
rentes que podem ser implementadas como esquemas explicitos.
Aprimeira é avancada em v € z, que jd foi estudada em Schleicher
etal. (2003). As outras cinco sdo: avangada em v e atrasada em
z, avangada em v e centrada em z, atrasada em v e avangada em
z, atrasada em v € z e atrasada em v e centrada em z.

Usando essas aproximagdes para as derivadas na equagao
da onda imagem, Eq. (1), encontramos 0s Seguintes esquemas
de DF:

o Avancadoemuv e z:

Pl = = 2RO 4680
v (4)
+ anlez + pin,n-‘rl - P£,1,n .
o Avangado em v € atrasado em z:
P = = RO 5%,
! ()
+ D+ Py = Pyt -
o Avangado em v e centrado em z:
Pl = = IR0 5%
! (6)
+ anf;—l +p£n,n+1 - an,n—l .
o Atrasado em v e avangado em z:
Phia = 12822680+ 20 +16)p, 4
— (20 +30)p},, + 16p}, (7)

Pz 420 =Py + Pt ]
onde 6 = 6v;Az/(z, Av).
e Atrasadoemuv e z:
Prss = 1282282300, + (20 =300}, ,
~ (20 = 10)py 1 + 160401 (8)
P2 420 [=Plh+ Pi ]
o Atrasado em v e centrado em z:
Pwia = 1282282000, + O +16)p), .,
~ (0 = 16)p}, 1 ~ P (9)

! -1 -1
- 30pm,n +6 [_pm,n-',-l +pm,n—l] .
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Como podemos observar, estes esquemas de DF podem ser
considerados implicitos na velocidade. Porém, para acelerar os
testes numéricos, tratamo-los como esquemas explicitos. Isto
significa que precisamos de condigBes de contorno adicionais
para iniciar os calculos. Todas estas condigGes adicionais toma-
mos nulas.

Diferencas finitas para mudancas de variaveis

Para os casos de mudanca de varidvel descrito pelas Eqs. (2) e
(3) utilizamos os correspondentes esquemas de DF. Assim, con-
siderando uma malha como descrito acima e oy = g + [ A
e B = Bo + [AB, temos 0s seguintes esquemas avancados
emMaezeemperz.

Caso o = v¥:

1 ZnAaAz 1) @ 1
pm,n+1 = = qai {ax,4pm,n +52,4pm,n} (10)

1+1 ! !
+ pm-i:n +pm,n+1 _pm,n .

Caso B = In(v/vp):

1+1 @ 1 @) 1
Pppn+1 = — znABAz {Sx,4pm,n +52,4pm,n] (11)

I+1 ! !
+ pm,n +pm,n+1 _pm,n .

Nestes esquemas podemos observar que, para o calculo do
nivel 7 + 1 também iremos utilizar o nivel / e o proprio nivel
I+ 1. Concluimos entdo que podemos resolver as equacoes alte-
radas da mesma forma que resolvemos sem fazer tais mudancas.
Os outros esquemas sdo obtidos correspondentemente.

ANALISE NUMERICA

Para julgar se um determinado esquema de DF pode ser usado
para realizaghes numéricas da propagacdo da onda imagem, é
necessario investigar a consisténcia e a estabilidade (Teorema de
Equivaléncia de Lax (Strikwerda, 1989; Thomas, 1995)), assim
como a sua dispersdo e dissipacao. Para 0 esquema avangado em
v € z, a consisténceia, a estabilidade, a dispersao e a dissipagdo
foram discutidas e interpretadas em Schleicher et al. (2003,
2004). Portanto, discutimos aqui 0s demais esquemas, utilizando
0s resultados ja apresentados.

Consisténcia

Em Schleicher et al. (2003) estudamos em detalhe a consisténcia
do esquema de DF avancado em v e z. Verificamos que o es-
guema é consistente com a equacdo diferencial da onda ima-
gem. De forma similar, podemos verificar facilmente que 0 mesmo

¢ verdade para todos 0s cinco outros esquemas dados pelas
Egs. (5) até (9) assim como para 0s esquemas tendo feito as
mudancas de varidveis, Egs. (10) e (11).

Estabilidade

Baseado no critério de estabilidade de von Neumann (Strikwerda,
1989; Thomas, 1995), podemos verificar a estabilidade dos es-
quemas estudados neste trabalho. Para isso, substituimos nas
equag0es discretizadas, Egs. (4)—(11), a seguinte expressdo

pfn,n — éleimkxAxeinszz’ (12)

onde k, e k., sdo as freqliéncias espaciais (i.e., nimeros de
ondas) em x e z, respectivamente, e £ é chamado de fator de
amplificagdo. Um esquema de DF é estdvel se o seu fator de
amplificagdo satisfaz a condigao

€] < L. (13)

Quando este critério é satisfeito sob certas condiges o0 esquema
de DF € dito condicionalmente estével. Para o caso de a condigdo
ndo ser satisfeita sob hipotese alguma, o esquema de DF é
instavel.

De forma analoga ao que foi desenvolvido em Schleicher et
al. (2003) para o esquema de DF avangado em v € z, aplicamos
gste critério de estabilidade para todos 0s outros esquemas. Nota-
se que nesta analise, 0s esquemas sdo tratados como explicito
correspondentemente a forma que foram implementados. Uma
vez que os calculos sdo bastante similares, resumimos aqui so-
mente 0s resultados, i.e., as condigGes de estabilidade para cada
um dos esquemas dados pelas Eqgs. (4) até (11).

Avancado em v e z: Para efeito de comparagao reescrevemos a
condigdo de estabilidade para o caso avangado em v € z, a saber

A
0<A<sin2kz Z, (14)
2

onde

A = 4z, AzAv sin? ky Ax 3 4 sin2 ky Ax
3u; Ax? 2 2

4z, AzA kA .y kA
n 2220 sin? Z|:3+s1n2 Zi|.

(15)

sin’
3 Az 2

Observamos que esta condicdo de estabilidade dificilmente sera
satisfeita para um dado migrado com conteddo de nimero de
onda arbitrrio. Se o dado contém ndmeros de onda muito bai-
x0s na diregdo vertical (de modo que para estes ndmeros de onda
k;Az <« 1), arestricdo (14) é muito severa, porque o inter-
valo para valores permitidos de A fica muito pequeno. Porém,
geralmente dados realistas tém um contetido de niimero de onda
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limitado, permitindo assim que a condigdo de estabilidade (14)
seja satisfeita.

Especificamente, para uma malha uniforme (Ax = Az), ¢
sob certas hip6teses sobre o conteddo de ndmeros de onda verti-
cal (k) e horizontal (k. ) presentes nos dados a serem migrados,
a condicdo de estabilidade se reduz a

Vmin o (16)

Zmax

0<Av<v

ondev = 3 paraky ~ k:€v = 3 paraky < kz, vmin
é a velocidade minima de propagagdo da onda imagem € zmax
¢ a profundidade mdxima do modelo. O limite inferior foi es-
colhido de tal forma que a estabilidade seja garantida para todo
modelo, ou seja, qualquer valor de Av tomado neste intervalo
ird satisfazer a condigdo de estabilidade para todo z € v.

AEq. (16) mostra que 0 passo serd restrito e positivo, ou sgja,
0 incremento devera estar dentro deste intervalo de estabilidade
e 0 esquema s6 podera ser utilizado para aumentar a velocidade
de migracdo.

Observa-se queacondicdo ky < k érealistaem meios com
camadas predominantemente horizontais, situagdo geoldgica co-
mum. Por outro lado, k, =~ k., pode se esperar em meios
com camadas de mergulhos em torno de 45°. Observa-se ainda
que em meios com camadas predominantemente verticais, onde
ky > k, acondicdo de estabilidade dada pela Eq. (14) dificil-
mente serd satisfeita, uma vez que o lado esquerdo estara perto
de zero. Felizmente, esta é uma situacdo geologicamente rara.

Avancado em v e atrasado em z : Paraeste esquema, Eq. (5),
a condicdo de estabilidade é dada por

) kZAZ

— sin <A <0, (17)

onde A é dado pela Eqg. (15). Assim, para as mesmas hipGteses
nos nimeros de ondas e condicdes nos incrementos espaciais,
temos que

M AL < Av <0 , (18)

Zmax

onde v =3 paa ky k. e v =13 pa ky < k..

AEq. (18) mostra que, além do passo ser restrito, ele tem que
ser negativo. Em outras palavras, a velocidade sempre terd que
diminuir, isto é, este esquema s6 pode ser utilizado para decre-
mentar a velocidade de migragdo.

Avancado em v e centrado em z : De forma andloga, chega-
mos na seguinte condicdo de estabilidade para o esquema dado
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pela Eq. (6)
(i)
A 2— < 0 ,
sin“ k, Az

0u seja, ndo existe A real que satisfaca a expressdo acima, pois
0 termo entre parénteses é sempre positivo. Portanto, 0 esquema
considerado é instavel, ou seja, sem utilidade prética.

Atrasado em v e avangado em z: A condigdo de estabili-
dade do esquema dado pela Eq. (7) &

) kZAZ

A>0 ou A < —4sin —

com A dado pela Eq. (15). A primeira condigdo, portanto, & sem-
pre satisfeita se Av > 0. A segunda fornece para uma malha
uniforme

Umax
Av < —v

Az,

Zmin
onde v =3 para ky ~ k. e v =3 paa kx < k.
Poderiamos pensar que este esquema permite tanto aumentar
quanto diminuir a velocidade de migragdo. Mas isso ndo é ver-
dade, porque a condigdo

Umax

Az

Av < —v
Zmin

contradiz a condigdo de consisténcia, pela qual Av deve tender
a 0 independentemente de Az.

Atrasado em v e z: A condigdo de estabilidade do esquema
dado pela Eq. (8) é

2k Az

A <O ou A > 4sin

A primeira condigdo é sempre satisfeita se Av < 0 e a segunda
fornece para uma malha uniforme

Umax
Av > v

Zmin

Az,

onde v =3 para ky ¥ k. € v = 3 paa ky < k.
Como no caso anterior, esta condicdo contradiz a condigdo de
consisténcia. Logo, este esquema ndo pode ser usado para au-
mentar a velocidade de migracao.

Atrasado em v e centrado em z: Aplicando o critério de
estabilidade na Eqg. (9), obtemos

sin” k; Az

Esta expressédo é verdadeira para qualquer valor de A. Portanto,
este esquema € incondicionalmente estavel, i.e., permite, teorica-
mente, aumentar ou diminuir a velocidade de migracdo usando
incrementos quaisquer.
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Estabilidade para mudancas de variaveis

Procedendo de forma similar ao descrito acima, analisamos
as condicOes de estabilidade para os esquemas dados pelas
Egs. (10) e (11) correspondente as equagdes modificadas dadas
pelas Egs. (2) e (3). Em tais andlises, foi observada a semelhanca
entre as condigdes de estabilidade com a mudanga de variavel
g sem tais mudancas. Para a varidvel o = v4, substitui-se 0
fator 4/3 nos dois termos da Eq. (15) por 4/3¢. Para a variavel
B = In(v/vg), 0 fator 4/3 continua 0 mesmo, a diferenga agora
¢ que o termo v; desaparece.

Vejamos as condicoes finais para 0s dois casos.

Caso o = v¥:
Hmin A, (19)

Zmax

0<Aa<v

onde v = ¥ parak, ~ k. ev = X paak, < ke
€ amin € a velocidade minima de propagacdo da onda imagem
tendo feito a mudanca de varidvel @ = v?. O incremento Aa
deve satisfazer a condicdo (19) para que o esquema dado pela
Eq. (10) seja estavel para todos os valores de « € z envolvidos.

Caso B = In(v/vp):

0<AB <v Az, (20)

Zmax
onde v =2 para ky ~ k. e v =3 paa ke < k.

Como podemos ver nas Egs. (19) e (20), as condicdes de
gstabilidade para as equaces da onda imagem tendo feito as
mudancas de varidveis, Egs. (10) e (11), sdo muito parecidas
com aquela encontrada sem ter feito tais mudangas de varidveis.
0 mesmo acontece para 0s outros esquemas nas novas variaveis.
Desta forma, concluimos que as mudancas de varidveis ndo con-
tribuem a um melhor desempenho numérico referente a estabili-
dade dos esquemas.

Custo computacional
A diferenca mais importante entre 0s esquemas da equacao
da onda imagem usando as diferentes varidveis estd no seu
custo computacional, conforme a analise descrita abaixo, quando
consideramos Ax = Az € ky, = k.

Sejam os incrementos na varidvel que representa a veloci-
dade escolhidos tal que

3¢ i 301
Ag = T Iminn A =2 Az @
8 Zmax 8 Zmax
3 (21)
Ay = 2 Jmin Ao
8 Zmax

i.e., 0 incrementos sao escolhidos de acordo com as condicdes
de estabilidade (16), (19) e (20).

Para esta analise do custo computacional, consideramos as
seguintes mudancas de variaveis

1
a=v (=2, y=v (q=5) 6

(22)

v

B=1In <—> .
Vo
Assim, da Eq. (21), concluimos que
Av
Ao = 2upinAv, Ay = e
2./Umin

(23)

Av

AB = .
Umin

Agora, consideramos nq, ny,, ng € n, 0s NUMEros de pas-
S0S NECEsSdrios para a propagacao de viin até vmax €M cada
um dos quatro casos, respectivamente, isto €,

Omax — ®¥min

ey = ——— T8
A ’

__ Ymax — Ymin

VA

’

Umax — Umin
€ ny = —Av ,

_ ﬂmax - ,Bmin

ApB

0Nde o'max, @min, Pmax: Pmin, Ymax € Ymin SA0 0S respecti-
vos valores de «, B € y correspondentes as velocidades vimax
€ vmin, tendo feito as mudancas de variaveis.

Logo, podemos relacionar o ndmero de passos para um es-
quema com uma mudanga de varidvel com o correspondente
nimero do esquema original,

ng

1 2
Ng = T ny , ny = Tl ny €
V VYmin o

In Vmax
_ Umin
n,g = e a— 1 ny .
Umin

Portanto, concluimos que o nimero de passos #,, Sera sem-
pre menor que n, € maior que ng € que n,, Serd menor que
ny SOMENte Se vmax > 9umin (QUE Na pratica é raramente
necessario). Esta relacdo € ilustrada graficamente na Figura 1.

Em conseqliéncia das analises feitas e da Figura 1, para
todos 0s casos, as mudangas de varidveis serviram somente
para mostrar-nos que é possivel ter uma economia no tempo
computacional. Neste sentido, a maior economia seria uma
implementacdo na varidvel 8 = In(v/vg) (ver Fig. 1).
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Figura 1 — Proporgdo do nimero de passos entre 0S esquemas com e sem
mudanga de varidvel em fungdo da razao entre a maior e a menor velocidade
utilizada.

Dispersao e dissipagao numérica

Nesta se¢do, estudamos a principal fonte de erros numéricos do
método de DF, mesmo que o esquema seja estavel. Trata-se da
dispersdo e dissipacdo numérica. Estamos interessados em sa-
ber se as mudangas de variaveis melhoram essas propriedades
de dispersdo e dissipagdo.

A sequir, discutimos em detalhe o esquema avancado em
a €z, Eq. (10). A discussdo para os outros esquemas (Eqgs. (5)—
(9)) e a varidvel B (Eg. (11)) ndo é explicitada, uma vez que é
muito similar.

E de interesse que um pulso de onda imagem p(x, z, @)
deslocado para (x1,z1) na velocidade 7 tenha as mesmas
propriedades que possuia na sua posi¢do original (xg, zo) na
velocidade ag, Ou Seja, esperamos que p(xi,zi, o)) =
p(x0, zo, p). Assim, no dominio de Fourier, conforme deta-
Ihado em Strikwerda (1989), queremos que 0 esquema de DF
realize um passo de propagacdo por A satisfazendo

Pl ooy v 4+ A) = e R2 5k ko ), (24)

onde p é o campo de onda imagem no dominio de Fourier,
k> = k2 + k? e a 6 a velocidade de propagagdo da onda
imagem. Portanto, queremos que um esquema de DF ideal da
equacdo da onda imagem multiplique a transformada de Fourier
do campo de onda a cada passo por e~ k@A« Mas isso quase
nunca acontece, pois sempre hd perda de energia na propagacao
da onda ou as velocidades de ondas de diferentes freqiiéncias
sdo distintas, quando propagadas pelo esquema de DF.

0 que pretendemos entdo é determinar qudo boa é a aproxi-
magdo para o termo e~*¢A« que o esquema de DF realiza. Para
isS0, consideramos um passo no esquema de DF no dominio das
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freqliéncias espaciais &, € k.. De acordo com a Eq. (12), sabe-
Mos que 0 esquema, ao realizar o calculo de p”+! a partir de p”,
multiplica 0 campo a cada passo pelo fator de amplificacdo, &,
ou seja, em simbolos,

P = £k Ax, k. AZ)P" . (25)

Comparamos a Eq. (25) com a Eq. (24) para enfatizarmos
suas similaridades. Para tal, escrevemos & como

E(ky Ax, kAzZ) = |E(ky Ax, ko Az)| e TKeB% (26)

onde ¢ é a velocidade de fase realizada pelo esquema. E impor-
tante observar que ¢ é uma fungdo de Ax e Az, bem como k,
e k.. Observamos, pela comparagdo das Eqs. (24) e (25), que
um esquema ideal seria aquele que realizasse a propagagao com
El=1¢c=a.

Portanto, se c(Ax, Az, Aa, ky, k) forigual a a para to-
dos k, e k., entdo as ondas propagariam com a velocidade
correta, mas isto ndo acontece para nenhum esquema de DF
para equagOes diferenciais hiperbolicas exceto em casos triviais.
Precisamos entdo encontrar a funcdo c(Ax, Az, Aa, ky, k)
para que possamos escolher 0s incrementos Ax, Az & Aa de
tal maneira que ¢ aproxime melhor a verdadeira velocidade de
propagagdo « da equagdo da onda imagem, assim reduzindo a
dispersdo numérica.

Observamos ainda que o fator ideal e’*2« tem amplitude
1. 0 fato de que |&] # 1 implica que as amplitudes variam.
Se |€] > 1, 0esquema é instavel. Se |£] < 1, temos perda
de amplitude ao longo da propagacao, ou seja, dissipacdo. Gos-
tariamos entdo de escolher os incrementos de tal forma que |&|
se aproxime de 1 pela esquerda.

Caso « = v? (avancado em « e z): Correspondentemente
a0 que foi visto para 0 esquema avangado em v € z, 0 fator de
amplificagdo & do esquema avangado em « € z € dado por

A A k;A
f=(1-22) (22 eot 22 |
2 2 2

onde A, =
por Aa.

0 argumento da fungdo exponencial ¢ dado pelo arco-tan-
gente da parte imagindria dividido pela parte real, isto ,

% com A dado pela Eq. (15), substituindo Av

Ao k; Az
arg& = kcAa = arctan (21—2> 27)

Para encontrarmos a velocidade de fase c(Ax, Az, Aa, ky,
k), dividimos a Eq. (27) por kAc. Para melhor entender esta
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funcdo, desenvolvemos o resultado em séries de Taylor de pri-
meira ordem em A € de segunda ordem nos incrementos espa-
ciais Ax e Az. Assim, encontramos

c = Kz k3—23'2 aAz — %Azz
gkzar  2q%k.o; 12gay (28)
+ 0(AxH + 0(AZY) + 0(Ad?)
onde k2 = k2 + k2. Observa-se que, nesta ordem de

aproximagdo, ¢ ndo depende de Ax. Isto se deve ao fato de
que 0 esquema escolhido é de quarta ordem em x. Observa-se
também que o efeito da dispersdo é maior para 0s ndmeros de
ondas mais altos, ou seja, valores elevados de k, e para maiores
profundidades z.

Nesta aproximagdo para c, retemos trés termos. O primeiro
ndo depende de Az e Aw. Ele representa a velocidade de fase
realizada pela propria equacdo da onda imagem. Observa-se que
este termo depende de k, € k., isto é, a propria equacdo diferen-
cial causa dispersdo na propagacdo da onda imagem. Este efeito
corresponde ao conhecido estiramento do pulso na migragdo
(Tygel et al., 1994). Apesar de indesejado, ele ndo pode ser redu-
zido pela escolha dos valores de Az e Ac.

Uma vez que o segundo e o terceiro termo da Eq. (28) tém
sinais diferentes, é possivel reduzir o seu efeito mediante can-
celamento das suas contribuigBes. Para isso, devemos escolher
Aa & Az de tal forma que

AN, ko~k
q kzza[ 12 z,
Ao = 6 k2 - o
zZ
" 4H A, ky < ks
6z,

que depende das fregiiéncias espaciais . € &, da profundidade
¢ do valor atual da velocidade. Mesmo sob certas hipoteses so-
bre o contelido de ndmeros de onda nesses dados, diminuir este
efeito ndo € trivial e ndo serd possivel para todas as profundida-
des e velocidades. A mesma conclusdo pode ser tirada a partir da
correspondente analise para 0s outros esquemas e a variavel 8.

Para entender a dissipagdo do esquema, escrevemos o mo-
dulo do fator de amplificagdo como um decaimento exponencial,
ie.,

] = e Pael, (29)
Para encontrar uma expressdo para o coeficiente de amorteci-

mento & do esquema, desenvolvemos o logaritmo da amplitude
do fator de amplificacdo & do esquema avangado em « € z em

série de Taylor
4,2 k2
Infg| = — 2 |Aal - -~ Az|Aa|
2q%k2a; 2qa

+ 0(AxYH + 0(AZ%) + O(A®) .

Desta forma, determinamos a seguinte expressao para o coefi-
ciente de amortecimento b:

1 k4 2 k2
p sl Al + Az, (30)
|Ac| 2q%kZa; 2qvy

Na Eqg. (30), observa-se que todos os termos retidos depen-
dem dos incrementos, ou Seja, a equagdo da onda imagem da
Eqg. (2) ndo possui dissipacdo intrinseca. Em outras palavras,
uma solugdo perfeita deveria preservar automaticamente as am-
plitudes. Além disso, observamos que & ndo depende somente
do nimero de ondas &, & &k, mas também de z,, € oy, 8., A
perda de amplitude é diferente em profundidades diferentes e
velocidades de migracdo diferentes.

Da mesma forma, a dissipacdo numérica pode ser reduzida
se 0s incrementos podem ser escolhidos tal que o primeiro e o
segundo termo da série de Taylor da Eqg. (30) se cancelem. Isto
conduz a

q o ~
qkz @ EZ—nAZ . kx Nkz
Ao =—2—Az= (31)
K2 z, o
qZ—Az , ky < k; .
n

De fato, sabemos da analise da estabilidade que a condicdo dada
pela Eq. (31) deve ser corrigida por um fator de 3/4 por causa
dos termos mais elevados das séries de Taylor. Isso é porque
a condigdo de estabilidade de von Neumann significa nada mais
do que a condigdo de que o0 esquema ndo pode induzir cresci-
mento exponencial. Isto equivale a dizer que o fator de amor-
tecimento b, definido na Eg. (30), ndo deve tornar-se negativo.
Isso é garantido se as condiges de estabilidade do esquema sdo
satisfeitas.

Andlises correspondentes foram feitas para todos 0s outros
esquemas estaveis, com e sem mudangas de varidveis. Tais and-
lises tiveram resultados similares aos descritos acima para 0
esquema avancado em « € z. Em outras palavras, as mudancas
de varidveis ndo conduzem a melhores propriedades dos esque-
mas neste aspecto em comparagdo ao esquema avancado em v
e z estudado em Schleicher et al. (2004). A melhor escolha para
Aa para reduzir a dispersao e a dissipagdo sao diferentes. Isto
significa que ambos efeitos numéricos ndo podem ser reduzi-
dos ao mesmo tempo por uma escolha inteligente de Aa € Az.
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Além disso, a dispersdo e a dissipacdo dependem da profundi-
dade e da velocidade de migracdo. Portanto, & impossivel a es-
colhade A e Az de tal maneira que a dispersdo e a dissipacdo
sejam reduzidas para todo passo na velocidade e toda profundi-
dade. A Unica maneira de se conseguir uma melhoria total de
ambos 0s efeitos numéricos é escolher valores de Ax e Az
tdo pequenos quanto 0s recursos computacionais permitirem.
Um experimento numérico que ilustra esta propriedade, que é
equivalente a demonstrar a convergéncia numérica do esquema,
foi realizado para o esquema avangado em v e z em Schlgicher et
al. (2004). Este procedimento, apesar de melhorar a precisao da
aproximagdo (diminuindo o efeito de dispersdo), aumenta drasti-
camente o tempo computacional, pois a malha precisa ser muito
mais refinada para conseguir uma boa reducdo da dispersdo e
dissipacdo.

RESULTADOS NUMERICOS

Refletor plano

Para tornar os estudos numéricos mais simples, utilizamos um
modelo simples de um refletor plano horizontal em 550 m de
profundidade com dados registrados na regido entre —2000 m
e 2000 m na diregdo x e entre 10 m e 1600 m na diregdo z,
com Ax = Az =10 m. Um exemplo para a propagacdo da
imagem de um refletor com 0 esquema avangado em v € z com
Av > 0 ja foi apresentado em Schleicher et al. (2004) as-
sim como uma analise dos efeitos da propagacdo quando refi-
namos o incremento espacial Az e outros tipos de refletores (in-
clinados e em meios inomogéneos). Aqui discutimos o0s resul-
tados numéricos dos outros esquemas investigados com e sem
mudancas de varidveis.

Esquema avancado em v e atrasado em z:

Este esquema € estavel somente com um passo de velocidade
Av negativo. Para testa-lo, migramos os dados provenien-
tes do experimento numérico com uma velocidade incorreta de
4000 m/s. A partir desta, remigramos a imagem do refletor plano
até este atingir sua profundidade correta de 550 m com veloci-
dade 3000 m/s (que é de conhecimento prévio ja que 0 modelo é
sintético). A Figura 2 (esquerda) ilustra a remigracdo, mostrando
as imagens inicial, intermediaria (v = 3500 m/s) e final do refle-
tor. Escolhemos um passo na velocidade que satisfaga a condicdo
de estabilidade dada pela Eq. (18), Av = — 1 m/s. Testes com
passos maiores, que nao satisfazem a Eq. (18), foram instaveis,
conforme esperado.

Ao contrério do que foi observado no esquema avangado em
v e z por Schleicher et al. (2003), a implementagdo direta ndo
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apresentou problemas. Pelo contrdrio, neste caso 0 esquema re-
verso fez com que os ruidos crescessem exponencialmente ocul-
tando assim o0 pulso que continua propagando, ver Figura 2
(direita).

Também foram estudados numericamente 0s outros quatro
esquemas de DF descritos neste trabalho. Ndo conseguimos im-
plementar nenhum deles tal que produzisse resultados estaveis,
nem em forma direta, nem reversa. Isto era de se esperar para 0
esquema avancado em v e centrado em z, que é incondicional-
mente instavel. Porém, a estabilidade prevista para 0s esquemas
atrasado em v e avangado em z (para Av > 0), atrasadoem v €
z (para Av < 0)eatrasado em v e centrado em z (incondicional-
mente estavel) ndo pdde ser reproduzida numericamente. Isto se
deve ao fato de que aplicamos uma técnica de andlise de estabili-
dade vélida para equac0es diferenciais parciais com cogficientes
constantes para uma equacdo diferencial parcial com cogficien-
tes ndo constantes. Lembramos que todos 0s esquemas tratados
sdo implicitos, porém foram implementados de forma explicita
pelo fato de usarmos condigdes de contorno nulas. Portanto, as
conclusGes obtidas para o caso da implementagdo de esquemas
implicitos sdo as mesmas. As nossas implementagdes implicitas
confirmam esta afirmacdo.

Mudancga de varidvel — Caso 8 = In (v/vo) :

0 objetivo desta segdo é fazer uma comparagdo entre as imagens
obtidas quando fazemos a remigragao do refletor utilizando o es-
quema de DF avangado em v € z (Schleicher etal., 2003) e as ima-
gens obtidas quando fazemos mudancas de varidveis na equacao
da onda imagem.

Para tal comparacdo foi simulado numericamente um experi-
mento sismico como descrito na subsecao anterior para 0s casos
de mudangas de varidveis. Para cada um dos casos dados pela
Eq. (22), usamos o respectivo valor para suas condicOes de es-
tabilidade. Exemplificamos, entdo, para 0 caso 8 = In (v/vp).
Para os fins de implementagdo, usamos uma velocidade norma-
lizada v = v/(1000 m/s) para o célculo de B = Inv’.

Para este caso foi utilizado o valor de A = 0,002, onde
AB & menor do que o valor de

que é equivalente a 0,002343, dado pela condig¢do de estabili-
dade da Eq. (20).

Fazendo a remigracdo a partir de uma velocidade migrada in-
correta, usando a discretizagdo representada pela Eq. (11), obte-
mos a Figura 3 que representa a propagagao do refletor plano até
gste atingir sua profundidade correta com velocidade 3000 m/s.
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Omitimos aqui as figuras correspondentes as outras mudan-
cas de varidveis, pois estas sdo muito similares a ja apresentada
na Figura 3.
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A Figura 4 mostra 0 pulso na imagem do refletor apds
remigragdo até a velocidade correta em malhas diferentes. Ob-
serve que a convergéncia numérica do esquema em B equivale
agquela do esquema em v conforme apresentado em Schlgicher et
al. (2004). Dispersdo e dissipacdo diminuem conforme a malha
da discretizagdo fica mais densa.
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Figura 4 —Pulso daimagem remigrada na posi¢do x =0, para 8 = In(v/vy),
calculado para trés valores de Az mostrados na legenda. A linha continua mos-
tra 0 pulso ap0s migracdo com a velocidade correta de 3000 m/s.

Portanto, as mudancas de varidveis ndo alteraram o resultado
da remigracdo. Desta forma, a mudanga de varidvel ndo ajudou
em solucionar o problema do estiramento do pulso da onda ima-
gem. Por outro lado, nos mostrou formas mais econdmicas para
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a execucdo do algoritmo, uma vez que as trés imagens da Figu-
ra 3 sdo praticamente idénticas aquelas obtidas em Schlgicher
et al. (2003) para o caso avangado em v € z reverso, mas foram
obtidas com um custo numérico diferente, idem para todos os
outros casos. Como visto na Figura 1, a mudanga que nos pro-
porciona vantagens éamudanga 8 = In (v/vy), Pois Seu tempo
computacional € o menor de todos 0s trés tipos estudados.

Refletor nao plano

Para mostrarmos a qualidade da equagdo da onda imagem como
método de remigracdo em profundidade, apresentamos um mo-
delo sismico que contém um refletor plano inclinado & uma sin-
clinal, que aparecem freqiientemente em dados reais. Ao fazer-
mos a migracdo deste modelo obtemos uma se¢do sismica mi-
grada como mostrada na Figura 5(a). Observamos um evento
conhecido como “gravata” que € gerado pelo refletor sinclinal.
Do estudo tedrico deste tipo de refletor sabemos que esta gra-
vata ndo se dissolveu porque a migragdo foi feita com uma ve-
locidade incorreta muito abaixo do valor correto. Ao fazermos a
remigracdo desta secdo sismica, este evento deve tornar-se uma
sinclinal quando atingida a velocidade correta. Este efeito pode
ser observado pela propagacdo na Figura 5, onde vemos que na
velocidade v = 6000 m/s a profundidade correta de ambos 0s
refletores foi atingida e a gravata se dissolveu por inteira.
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Figura 5 — Imagem do refletor ndo plano remigrado com velocidade: (a) v =
1500 m/s, (b) v = 3500 m/s e (c) v = 6000 m/s, usando esquema avangado
eMvez.
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CONCLUSAQ

Neste trabalho, demos continuidade a analise numérica da
equacdo da onda imagem para remigragdo em profundidade, que
foi iniciado em Schleicher et al. (2003). Estudamos seis es-
quemas de DF para esta equacdo. Analisamos sua consisténcia
e estabilidade, assim como sua dispersdo e dissipacdo. Destas
andlises concluimos que todos estes esquemas sdo consistentes
com a equagdo da onda imagem. Pela andlise de von Neumann,
quatro sdo condicionalmente estaveis, um é incondicionalmente
gstavel e um instavel.

Vimos também que mudangas de varidveis na equagdo da
onda imagem ndo solucionam nenhum dos problemas numéri-
€0S, pois 0s resultados tedricos e numéricos se mostraram muito
préximos dos resultados encontrados sem tais mudancas (Schlei-
cheretal., 2003, 2004). No entanto, para 0 caso 8 = In(v/vy),
tivemos um ganho no ponto de vista computacional. Este ga-
nho é de grande interesse quando trabalhamos com esquemas
implicitos, pois as matrizes ndo precisam ser atualizadas a cada
iteragdo na velocidade.

Como no caso da varidvel v, a estabilidade e dispersao
mostram uma forte dependéncia do nimero de ondas. Onde
0S ndmeros de ondas presentes nos dados a serem remigrados
sd0 mais altos na horizontal do que na vertical, a estabilidade
pode ser de dificil obtencdo. Quanto a dispersdo e dissipagdo
numérica, concluimos que é impossivel, para todos 0s casos es-
tudados, que estas sejam reduzidas para o problema inteiro, visto
que as condigOes dependem da profundidade e da velocidade
de migracdo. Portanto, estes efeitos podem somente ser redu-
zidos para niveis aceitdveis pela escolha de intervalos da malha
muito pequenos.

Mediante um estudo numérico da equacgdo da onda imagem,
aqui representado por um modelo simples com um Gnico refle-
tor plano (outros tipos de refletores mais complexos sdo apre-
sentados em Schleicher et al. (2004)), vimos que imagens remi-
gradas de refletores propagam a profundidade correta quando a
velocidade atinge o seu valor correto e estruturas de gravatas se
dissolvem corretamente. Estas aplicacdes numéricas indicam o
potencial da remigracdo da onda imagem de ser (til como uma
ferramenta para andlise de velocidade de migragdo quando se
possui informagdo adicional sobre a posicdo do refletor, por
exemplo, a sua profundidade medida em um poco.

A estabilidade dos esquemas de DF foi testada nos experi-
mentos numéricos. Para trés dos esquemas estudados, os resul-
tados numéricos confirmam as previsdes tedricas. Para 0s outros
trés, ndo conseguimos produzir resultados estaveis conforme
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teoricamente previstos. Os esquemas avangados na varidvel da
velocidade e avangados ou atrasados em profundidade foram os
que tiveram os resultados mais proveitosos, pois estes esquemas
satisfazem as previsoes tedricas quanto a sua estabilidade e po-
dem ser utilizados para realizar a propagacdo da onda imagem,
sendo o primeiro para velocidades crescentes e 0 segundo para
velocidades decrescentes.
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